CAPITOLUL 1

CURBE iN PLAN

Rezumat. Se defineste notiunea de curba pland si se stabilesc reprezentarile
analitice: r = r(t), tO10 R ,r'(t) z0,y =f(x),x 0mo R, F(x,y) =0
cu sz + Fy2 >(. Se scrie ecuatia tangentei si normalei Intr-un punct in toate

cele trei cazuri. Se defineste lungimea arcului de curbd C, se stabileste

b
formula L(C) ZJ" /xyz (t) +y'2 (t)dt si se introduce functia lungime de arc
a

ca parametru natural. Se considera reperul Serret — Frenet format din versorii
tangentei ¢ si normalei 7. Variatia acestui reper este descrisa de formulele
dt ~ dn - .
Serret — Frenet: Z = k(s)n,d— =k (S)t ,unde s — k(s) , cu s lungime
s s

de arc, este functia curburd. Se aratd ca intr-o parametrizare oarecare avem

PN O RO I

3

(x*()+>* ()
()22

ds

(S)=<I(;,;) se aratd cid are loc

formula £ . Pe baza acesteia se demonstreaza ca datd functia

continud k:s5 — k (s) existd o infinitate de curbe pentru care s este lungimea
de arc si k este functia curbura. In final se da procedeul de reprezentare grafica
a curbelor plane date in forma x = x(t),y = y(l‘), t010 R.

§1. Definitii. Reprezentiri analitice ale curbelor in plan

Fie un plan structurat ca spatiu euclidian E° cu spatiu director V7,

multimea vectorilor din acel plan. In prezenta unui reper ortonormat R ={0, (;,;}

in E’, unei aplicatii ¢c:/ R~ E*, unde / este un interval deschis in R, i se
asociaza aplicatia vectoriala r:1 - R? definita prin
(1.1) r()=(x(¢).»(2)), 101,

unde functiile ¢ - x(t), t - y(t) sunt coordonatele punctului c(t) in reperul

R ={0, (;,}} sau functiile coordonate ale vectorului Oc (t) in baza ortonormata

(i,j) , adica
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(1.2) 00(t)=x(t)?+y(t);'.

Imaginea aplicatiei ¢ in E* corespunde notiunii intuitive de curba in plan:
traiectoria unui mobil, urma lasatd de un spot luminos pe un ecran s.a.. Aceasta
imagine poate fi simpla: un segment de dreapta, un arc de cerc, o curbd “clopot” a lui
Gauss, dar poate fi si foarte complicata, cum este de exemplu o electrocardiograma.
Pentru a studia curbele complicate, trebuie mai Intai sd studiem pe cele simple care
se obtin cand aplicatia ¢ are proprietati convenabile din punctul de vedere al
calculului diferential. O ipoteza naturala este aceea cd aplicatia c este diferentiabila

de clasa C° (s > 1) sau, echivalent, aplicatiile coordonate ¢ — x(t) sl t - y(t) sunt
de clasa C° (s > 1) pe L.
[de

Matricea Jacobiand a aplicatiei c este J, = Dd D si deci ¢ este imersie pe /

Edt@

daca si numai daca

Cdx [T Da’yD

(1.3) B—H +H_E >0pel UR.

Aceasta conditie este echivalenta cu

dr

(1.4) “lzopedn 1.

Amintim ca imersia ¢ este scufundare dacd aplicatia vectoriald r este
homeomorfism pe imaginea sa.
Definitia 1.1. O submultime C in E* se numeste arc elementar de curbi

daca C = c(]), cu I interval deschis in R si aplicatia ¢ scufundare a lui I in E*.
Perchea (I , c) se numeste parametrizare a arcului elementar C.

Fie J un alt interval deschis din R si ¢:J - I, T - t=¢ (T) un
difeomorfism, adica ¢ este bijectie si Z’,—(p Z0, 00 J.

T

Propozitia 1.1. Fie C un arc elementar de curba cu parametrizarea (I ,c).
Atunci (J ,c=co ¢) este o noud parametrizare a lui C.

Demonstratie. Avem, mai intai, E(J):c(tp( )) ( ) C. Prin derivare in

49
dt

. S dp _
raport cu T a functiei vectoriale p (1) =r (¢ (r )) obtinem o E(¢ (r ))
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dp

. Rezulta ca T #0 pe J, adica aplicatia ¢ este
T

d¢

si deci |22 =19" (p (1)) -

a’rz

imersie. Ea este chiar scufundare pentru ca aplicatia 5:;o¢:J - B(J ) este
compunerea a doud homeomorfisme.m

Fie f:IUOR- R cu [ interval deschis, o functie diferentiabila de
clasa C* (szl). Multimea G, Z{(x, f (x)),x DI} din plan se numeste graficul

(graful) functiei f.
Propozitia 1.2. Mulfimea G, este un arc elementar de curba.
Demonstratie. Definim c:/ — E* ca aplicatia care asociazi lui x[7
punctul P de coordonate (x, f (x)) si avem evident G, = c(] ) Aplicatia vectoriala

—

asociatd aplicatiei ¢ este x — ;(x) = (x, f (x)) si functia vectoriala ? = (1, f (x))
X

are norma egali cu ./l1+ /"~ (x)¢0 pe I. Asadar c¢ este imersie. Aplicatia

7ol o r(I) este evident injectivd. Ea este continud pentru cd este de clasa
c’ (s > 1). Inversa ei este de forma (x, f (x)) — X, evident continud. Asadar c este

scufundare. m
Observatia 1.1. In mod similar cu demonstratia Propozitiei 1.2 se arata ca

multimea de forma {(g (y),y),y DI} cug:/- Ro functie de clasa C* (S > 1) este

un arc elementar de curba.
Existd multimi In plan despre care intuitia ne spune ca sunt curbe dar care
nu sunt arce elementare de curba. Aceasta situatie a condus la

Definitia 1.2. Se numeste curba in plan o submultime C a planului cu
proprietatea ca orice punct al ei apartine cel putin unui arc elementar de curba
inclus in C.

Aceasta definitie nu acoperd in totalitate notiunea intuitiva de curba in plan.
Ea numai delimiteaza o clasa de curbe in plan, suficient de ampla pentru a merita sa
fie studiata si care are proprietdti interesante si utile. Aceasta clasd de curbe este
obiectul prezentului capitol. Vom incepe prin a vedea cum se reprezinta analitic, in
repere ortonormate, aceste curbe.

In reperul ortonormat R ={0, (;,}} notat uneori i prin Oxy, vom scrie
P(x, y) sau P(;) pentru a indica faptul ci punctul P din E* are coordonatele

carteziene (x, y) sau vectorul de pozitie r=xi+ Vi .
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Teorema 1.1. Multimea C :{P(r)‘; :;(t),t O(a,b) cu aplicatia vectoriald

t —»?(t) de clasa C° (s > 1) sicu ;'(Z) 20 pe (a,b)} este o curba in plan.

Demonstratie. Vom arata ca orice punct din C apartine cel putin unui arc
elementar de curba, continut in C.

Fie P, (;o)DC cu ro=r(t,), t, 0(a,h). Asadar (x'(to),y'(to))i 0. Sa
presupunem, pentru a face o alegere, ca x'(t0)¢0. Rezultd din continuitate ca
x'#0 pe [ =(t0 —&,1, +£), € >0 si, in consecintd, functia realda x:¢ — x(t)
definita pe / este strict monotona pe /, deci injectiva si, ca atare, bijectie de la / in
J=x (I ) . Notim inversa ei prin x™' :x » t=h (x) . Mai mult, pentru ca functia reala
x este diferentiabild de clasd C* si x'#0 pe I, x™' este de asemenea diferentiabila
de clasa C*. Inlocuim ¢ =h (x) in ecuatia y = y(t) si obtinem y = y(h (x)) =f(x)
cu x[J, interval deschis in R. Functia f:J — R este diferentiabila de clasa

C’ (s > 1) pentru ca este compunerea a doua functii diferentiabile de clasa C’.
Consideram  graficul G, Z{(x, f (x)),x DJ} al aplicatiei f. Dupa
Propozitia 1.2, acesta este un arc elementar de curba. Punctul £, JG, . El se obtine

pentru valoarea x, = x(to). Multimea G, este inclusa in C pentru ca este formata

din punctele lui C date de valorile ¢ din intervalul /. Asadar F, apartine unui arc
elementar de curba continut in C.
In cursul demonstratiei am ficut presupunerea ca x'(to) #0. Daca

x'(to) =0 atunci, in mod necesar, y'(to) # 0 si cu acelasi rationament aratdm cd F,

apartine unui arc elementar de forma {(g ( y), y} cu y intr-un interval deschis,

continutin C. m
Pe baza Teoremei 1.1, ecuatia

(1.5) r=r(t), t0(a,b), r'(tf 0,00 (a,b),
reprezinta analitic o curbd in plan. Aceastd reprezentare se numeste reprezentarea

vectorial — parametrica a unei curbe in plan. Reprezentarea (1.5) se poate explicita
in forma

5 =x(1)
@/=y(t), tD(a,b), x"” (t)l- A (t)> otl2 (a,b)

si se obtine asa numita reprezentare parametrica a unei curbe in plan.

(1.5)
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Fie D o multime deschisi in R’ si o aplicatie
F:D S R, (x, y) - F (x, y) diferentiabila de clasa C* (s P 1). Vom nota derivatele
partiale ale ei prin F,F,,F,,F, etc.

Teorema 1.2. Daca multimea C :{P(x,y)‘F (x,y) =0, unde
F:DOR’> R cu D multime deschisd, este o functie diferentiabild de clasd
C’ (s > l) Si sz + Fy2 >0 pe D} este nevida, atunci ea este o curba in plan.

Demonstatie. Fie H)(xo, yO)DCt U , adicd Fi (xo, yO)ZO. Vom ardta ca F,
apartine cel putin unui arc elementar de curbd continut in C. Conditia
F? (x9, 30 )+ F7 (x9,,) >0 ne arata ca fie F, (x,,1,)20, fic F.(x,,»,)#0 fardaa
exclude posibilitatea ca ambele situatii sa aiba loc. Presupunem F, (xo, yo) 0. In
caz contrar, avem F, (xo, yo) #0 si se face un rationament asemanator cu cel ce
urmeazd. Din continuitatea functiei F, rezulta cd F, # 0 pe o multime deschisa D’
centratad in (xo,yo). Printr-o eventuald micsorare a sa, putem lua D’ de forma
D'=1xJ culun interval deschis centrat in x, siJ un interval deschis centrat in y, .
Teorema functiilor implicite ne spune ca putem “explicita” y din ecuatia F' (x, y) =0
cu (x,y)DDD D . Mai precis, existd o aplicatie unica f:/ - J, x - f(x)
diferentiabild de clasa C* incat i) f (xo) =,, 11) F (x, f (x)) =0 pe /. Multimea
C ={(x, f (x)),x DI} este un arc elementar de curba conform Prop. 1.2. Egalitatea 1)

ne spune ca acesta contine F, iar identitatea i1) ne aratd cd el este continutin C. m

Pe baza Teoremei 1.2, ecuatia

(1.6) F(x,y)=0,(x,y)0D
cu D deschisia in R* si conditia F’ +Fy2 >0 pe D, reprezintd analitic o curbd in
plan. Aceasta reprezentare se numeste reprezentare implicita a curbei in plan.

La reprezentarile analitice (1.5) si (1.6) ale unei curbe in plan vom adauga
si reprezentdrile analitice

(1.7) y=f(x), xO(a,b)
sau

(1.7%) x=g(y),yD(c,d),
numite §i reprezentari explicite ale unei curbe in plan. Ecuatiile (1.7) si (1.7°)
reprezinta analitic intotdeauna arce elementare de curba in plan dar, cum acestea sunt

curbe plane particulare, vom spune ca ecuatiile (1.5), (1.5”), (1.6), (1.7) st (1.7°)
constituie reprezentdri analitice ale curbelor in plan.
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Cele trei reprezentari analitice ale curbelor in plan sunt local echivalente n
sensul ca fiecare punct al curbei este continut de un arc elementar de curba pe care se
poate trece de la una din oricare cele trei reprezentari la celelalte doud. De exemplu,

daca curba (arc elementar) este datd prin ecuatia y = f (x), xD(a,b) , cu notatia

X =t obtinem reprezentarea parametrica
=t
5= (1), 10(ab),

pentrucax”+y” =1+f" >0 pe (a,b).

Cu notatia F' (x, y) =y-f (x) obtinem reprezentarea implicita

F(x.y)=0 (x.»)0D= (a.b) (f(a).f())
pentru ca
F!+F?=1+f" >0 pe D.

Daca avem curba datd parametric, in demonstratia Teoremei 1.1 am vazut
cum, pentru orice punct P, putem gasi un arc elementar ce-l contine, de ecuatie
explicitd (1.7) sau (1.7°). De la (1.7) sau (1.7°) putem trece la (1.6). In sfarsit, daca
dispunem de reprezentarea analiticd (1.6), in demonstratia Teoremei 1.2 am vazut
cum pentru orice punct P al curbei se gaseste un arc elementar ce-1 contine, de
ecuatie (1.7) sau (1.7°) iar de la acestea se trece imediat la reprezentarea parametrica

(1.5).

Functiile care apar 1n cele trei reprezentari analitice ale unei curbe in plan
sunt diferentiabile de clasa C* (s > 1) pe domeniul lor de definitie. In continuare vom

folosi numai adjectivul “diferentiabile” fard a mai mentiona explicit clasa de
diferentiabilitate. Dar vom presupune ca aceasta este suficientd pentru a deriva ori de
cate ori avem nevoie. In cele mai multe situatii, clasa de diferentiabilitate C’ se
dovedeste a fi suficienta.

§2. Tangenta si normala intr-un punct al unei curbe in plan

Pentru Tnceput vom descrie proprietati punctuale (care au loc Intr-un punct
al curbei) si proprietati locale (care au loc pe un arc elementar) ale curbelor in plan.
De reguld, nu vom lua curba in intregime ci ne vom plasa pe un arc elementar al ei
care admite toate cele trei reprezentari analitice gasite n §1. Un asemenea arc va fi
notat prin C si-l vom numi curba pland, pentru simplitate.

Fie, pentru inceput, arcul elementar de curba C dat explicit prin

(2.1) y :f(x), xD(a,b).
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Fie E)(xo,f(xo))DC s R(xl,f(xl)) un punct pe C “vecin” cu F, In
sensul ca x, D(xo— 0, Xzt 5),5> 0, suficient de mic. Dreapta PP, are panta

Sx)= /(%) ()= (x) . Daca fixdm x, rezultd lim m(x,x,)=f"(x,) (limita
X, —X, Moo

m ()c1 , xo) =
existal).
Dreapta prin F,, de panta f '(xo) poate sa se numeasca dreaptd tangenta la
curbd pentru cd existd un arc elementar ce contine F, care are In comun cu ea numai
F,. Consideratii de Mecanica justificd, de asemenea, aceastd denumire. Asadar avem
Definitia 2.1. Fie o curba C in plan reprezentata de ecuatia (2.1). Dreapta

prin punctul P, (xo,yo) OC de panta f'(xo) se numeste tangenta la C in F,.

Observatia 2.1. Daca x'(¢,) =0, vom lua tangenta paralela cu Oy.

Ecuatia tangentei la C'in F, este

(2.2) y_f(xo):f'(xo)(x _xo)-
Fie curba C reprezentatd parametric prin (1.5”). Ne propunem sa scriem
ecuatia tangentei la curbd iIntr-un punct Po(xo, yo) cu X, =x(t0) sl Y, = y(to),

pentru care x'(to) #0. Dupd cum am vazut in demonstatia Teoremei 1.1, pentru
tO (to— E, 15t E) putem inversa functia ¢ — x(t) si obtinem functia inversa ¢ :t(x)
care inlocuitd in ecuatia y = y(t) ne conduce la reprezentarea explicita a unui arc
elementar ce contine punctul F, si este inclus in C de forma y = f (x) = y(t (x)),
unde evident y, = f(xo) =y(t (xo)) si t(xo) =t,.

Pentru a folosi ecuatia (2.2) avem nevoie de f '(xo) . Prin derivare compusa

in raport cu x in egalitatea f(x) = y(t (x)) obtinem f'(xo) =%(r (xo ))?(XO)
X

Prin derivarea identitatii t(x(t))Et in raport cu tD(tO— E, 5t 8) obtinem

di d. . dr 1 (=P \G) o
a(x(to))d—:(to)=1, deci a(x0)=dx(t ) Asadar f (xo)— X'Efog si dupa (2.2)

dt
»'(%)
x'(1,)

ecuatia tangentei in £, la C se scrie in forma y —y, = (x —xo) sau in forma

x—x(to) _ y—y(to)‘

x'(1,) »'(t)

(2.3)
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Forma (2.3) a ecuatiei tangentei la C in punctul P, ne spune cd directia

tangentei este datd de vectorul ;'(t0)=(x'(t0), y'(to)), unde r este functia

vectoriala care da reprezentarea vectorial — parametrica a curbei.
Ecuatia (2.3) se mai poate scrie in forma

ery  Gl)erl)
B =y(t0)+/\y'(to), AOR

sau vectorial

(2.37) r=r(t,)+Ar'(,), A OR.

In sfarsit, fie curba C reprezentatd implicit prin (1.6). Ne propunem si
scriem ecuatia tangentei la C intr-un punct £, (xo, yO)DC . Presupunem ca
F, (xo, y0)¢ 0. Exista un arc elementar care contine F,, inclus in C, reprezentat
explicit in forma y :f(x) cu y, :f(xo) si F(x,f(x)) =0 pe / (ne referim la

notatiile din demonstatia Teoremei 1.2). Prin derivare in raport cu x a identitatii

F(x,f(x)) =0 obtinem F, +F f'=0 si deci f'(xo) = —M_ Dupi (2.2),
Fy (xO’yO)
ecuatia tangentei la C in punctul B, se scrie in forma y—y, = ——Fx (xo,yo) (x —xo)
Fy (anJ’o)

sau In forma
(2:4) (x=2) F, (x0,30) + (v =30) F, (35, 30) =0.
Continudm sd consideram curba plana C si punctul F, 0C.
Definitia 2.2. Perpendiculara pe tangenta la C in punctul F, se numeste

normala la curba Cin F,.
Dacd avem pentru C reprezentarea explicitd (2.1), cum panta tangentei este

1
/(%)
Oy daca f '(xo) =0 si deci ecuatia normalei 1n acest caz este

(2.5) y —f(xo) = —ﬁ(x —xo)

dacd f"'(x,)# 0, respectiv x =x, dacd f'(x,)=0.
In cazul reprezentirii parametrice, am constatat ci directia tangentei este
datd de vectorul (x'(to), y'(to)). Directia normalei va fi datd de un vector

f'(x,), panta normalei va fi — dacd f'(x,)#0 sau va fi paraleld cu

perpendicular pe acesta, de exemplu de vectorul (— y'(to),x '(to )) .

Ecuatia normalei este in acest caz
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(2.6) (x—x(to))x'(t0)+(y —y(to))y'(to) =0.

Fie acum C reprezentatda implicit. Panta tangentei in punctul P (xo, yo) acC

F, (%0:35) F, (%0:34)

Fy(xo’yo) F;c(anyo)

normala este paraleld cu Oy daca F, (xo, yo) =0. Ecuatia normalei este in acest caz
(2-7) (X—XO)Fy(XO,yO)—(y _yo)F;c(xmyo) =0,

respectiv x = x, dacd F, (xo, yo) =0.

este — . Deci panta normalei este dacd F,(x,,,)#0 sau

Tangenta si normala fiind perpendiculare, pot fi luate ca axele unui sistem
cartezian de coordonate cu originea in F,, sistem de coordonate care variaza odata cu

punctul P, pe C adica este mobil pe curba C. Vom reveni mai tarziu asupra acestei
idei.

§3. Lungimea unui arc de curba plana. Parametrizatii naturale.

Fie un arc elementar de curba plana reprezentat explicit in forma

(3.1 y=f(x), xO[a,b].

Considerarea intervalului inchis [a,b] creeaza probleme in definirea
diferentiabilitatii functiei f. Dar se convine cd f este diferentiabila pe [a,b] daca
exista o functie 7 diferentiabila pe 7 U [a,b] cu 7‘[”]: f, unde ca mai sus / este

un interval deschis in R .
Fie A=(a =x, <x, <..<x, <x,, <..<x, =b) o diviziune a intervalului

[a.8]. Punctele A=A0(x0,f(x0)), AI(xl,f()q)),...,Ai(xl.,f(xi)),...An(xn,f(xn)):B

/N
determind o linie poligonald inscrisa in arcul elementar 4B dat. Lungimea acestei
linii poligonale este

(32) [, = g\/(xm —x ) +(f () =S (xi))2 .

Inegalitatea triunghiulara ne arata ca la o rafinare a diviziunii A, lungimea
[, nu descreste (Fig. 1).

A
yl
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Fig. 1

Aceasta observatie ne atrage atentia asupra marginirii superioare a multimii
{IA} cand A parcurge multimea diviziunilor lui [a,b] .

7/
Definitia 3.1. Se spune ca arcul de curba AB are lungime sau ca este
rectifiabil daca multimea {IA} este marginita superior. Marginea superioard a
/
acestei multimi se numeste lungimea arcului AB .
Pe baza teoremei lui Lagrange aplicata functiei f/ pe intervalele [xi,xm] ,

lungimea /, se scrie in forma

33 = 2\/1 S (E) (3 ). 3, <&, <x,

si se constatd cd /, are forma sumei Riemann pentru functia /1+ /" (x) . Integrala

Riemann a acestei functii existd dacd de exemplu f' este functie continud incat
avem

Teorema 3.1. Fie arcul de curbi AB reprezentat prin (3.1) cu f functie

/N
diferentiabila de clasa C'. Atunci arcul de curbi AB are lungime. Aceasta se
calculeaza cu formula

(3.4) I = f;‘h + 7 (x)dx.

TN

Fie acum un arc elementar de curba 4B 1n plan reprezentat parametric in
forma

oy W
v =y(t), tO[t,.1].

Presupunem ca x'(t) >0 pe [to,tl] si deci functia x = x(t) se poate inversa
obtinandu-se functia ¢ =/ (x) cux[] [a,b] . Inlocuind # in ecuatia y = y(t) obtinem
reprezentarea explicitd y=f (x) = y(h(x)) cu f diferentiabild. Din consideratiile

precedente, este suficient ca f'si fie diferentiabili de clasid C' pentru ca arcul 4B si
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aiba lungime. Ori f este astfel daca functiile ¢ — x(x) sit — y(t) sunt diferentiabile

de clasi C'. Ne intereseazi o formuld de calcul a lungimii cand se di reprezentarea

(3.5) a arcului 4B .
Cu experienta din §2, formula (3.4) ne da

IAAB = j\/l +E‘%(k (x))%(x)ﬁdx

Prin derivarea identitatii x (h (x)) = X obtinem

sau

Deci

dx

* L 'f\/ (h(x))m

unde prin x’, y " am notat derivatele acestor functii in raport cu 7.
In integrala obtinuti efectuim schimbarea de variabila h( ) ¢t mai Intai In

2

ipoteza ca X (h(x )>Ope [a,b]. Avem h( ) t, h(b) si
dh o odx . .
dt = E( )dx T Y (h (x)) incat integrala devine
t
co =[O

Daca x'(h(x))<0pe [a,b] in formula (*) apare un semn minus §i o
inversare a limitelor de integrare, fenomene care se anuleaza reciproc si se obtine
aceeasi formula (3.6) care este formula de calcul a lungimii unui arc de curba
reprezentat parametric.

Este evident ca integrala (3.4) este un caz particular al integralei (3.6) si

=X
anume cand parametrizarea arcului este de forma [J
B =f(x), xD[a,b].

Ele dau acelasi rezultat, lungimea arcului 4B . Observatia sugereazd ca ar

trebui sd ne asiguram ca integrala din (3.6) nu depinde de parametrizarea arcului

4B . Acest lucru se poate face efectudnd o schimbare de parametru pe 4B

(exercitiu!) dar rezulta si direct din observatia ca orice parametrizare am lua pe 4B,
prin explicitare ajungem la aceeasi functie f'din (3.1).
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7/
Continudm sd folosim reprezentarea parametricd (3.5) a arcului AB.
Consideram functia

(3.7) s(z):I;\/xvz (0)+ > (0 )r

numita functie lungime de arc.

Din s(1,)=0,5(4) =1, =L 5i £= C()+(1) >0 rezult ¢ s:[rg.0] ~[0.1],
t - s(t) este o functie strict monoton crescatoare, deci inversabild cu inversa
h: [O, L] —»[to,tl] , 8 =t =h(s). In plus, functia s este diferentiabila. Pentru ca functia

o .o . ds 9 . :
s este bijectiva si % Z0 pe [to,tl] , aceasta functie este difeomorfism.

Efectudam schimbarea de parametru pe AB prin Inlocuirea luiz cu t =h (s) .
Obtinem

%x:;c(s):x(h(s)) |
B =r(s)=r(h(s)). s Oo.L]

/N
Vom spune ca am parametrizat arcul 4B prin lungimi de arc. Aceasta

(3.8)

/N
inseamnd ca precizdm pozitia unui punct P pe 4B prin indicarea lungimii arcului

TN

AP , motiv pentru care aceastd parametrizare se numeste §i naturala sau canonica.
Parametrizarea prin lungime de arc are o proprietate speciald si anume

~ ~_ 2
Lk x 0 O d
(3.9) 925 gy =1,
0ds 0 [ dsq
adica mérimea Vectorulul tangent la curbé este constanta egala cu /.

Intr-adevar, g—x ( )ﬁ— si —i;— ( (s))% si prin ridicare la patrat si

xd 040" | Yo (WhT
insumare obtinem D—E +E—D —(x (t (s)) y (t (s))) %B )

ds dsp
Prin derivarea identitatii h(s (t)) =¢ rezultd %% =1. Obtinem functia
s

ﬁ = ! care Tnlocuita mai sus conduce la (3.9).

d - Jx®(1(s)) 402 (1(5))
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In continuare vom folosi frecvent parametrizarea naturald pentru rezolvarea
unor probleme teoretice. In practica, integrala din (3.7) nu este usor de calculat incat
se opereaza cu parametrizari care nu satisfac in mod necesar (3.9). Se poate ardta ca
egalitatea (3.9) este verificata in esenta numai pentru parametrizdrile prin lungime de
arc (exercitiu!).

§4. Reperul Serret — Frenet intr-un punct al unei curbe plane.
Curbura.

Fie o curba pland reprezentatd parametric, cu lungimea de arc s ca

parametru.
} % 3

Versorul tangentei la curbd este ?(s): =r(s). Notam prin Z(s)

ar
ds

" ()

(4.1) r=r(s), s0[0,L],

()

versorul normalei la curbd in punctul P (s) . Alegem sensul lui n incat baza (;, 1;) sa

fie pozitiv orientata.
Definitie. Reperul [+ {P (S),(;(S),I;(S)} se numeste reperul Serret —

Frenet al curbei plane (4.1). Cu s variabil in [O,L] avem un reper mobil pe curba
(4.1).

In reperul {O, (i, J } fixat in plan, ecuatia curbei se scrie pe componente n

forma

.2 L2
Ey=y(s), SD[O,L], X (s)l- y (s)= 1.
Rezulta ;(s) = ﬁ;c(s), y(s)ﬁ iar conditia <7,2> =0 ne aratd ca putem lua

(134

Z(s) = ﬁ— y(s),x(s)@ Pozitia semnului se impune pentru a ne asigura ca baza

(t,n) este pozitiv orientatd, adicd matricea schimbarii acestei baze cu baza (i, j ) sa
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fie de determinat 1. Intr- adevir, cu aceastid alegere, matricea in discutie este

g _.JE si are determinantul egal cu 1.
oy x0O

) - 5
Prin derivare in raport cu s a egalitatii ¢ (s) =1, obtinem <t (s),t(s)> =0.

Asadar vectorul ;(S) este perpendicular pe ?(s) El este deci coliniar cu Z(s)
Punem ;(s)=K(s);(s). Prin acelasi rationament dar plecand de la 132 (s)=l

obtinem Z(s) =K (S)E(S) . Prin derivarea egalitatii <; (S),I_’l. (s )> =0 obtinem

<?(s),z_1.(s)> +<;(s),73(s)> =0 si folosind expresiile tocmai gasite pentru ;(s) sin (s)

rezultd K (s)+K (s) =0.
Rezumand, am obtinut formulele lui Serret — Frenet pentru o curba plana

@3 i(s)=k(s)n(s), n(s)=+(s)i(s).

In aceste formule apare functia K : [O,L] — R numitd curbura curbei plane (4.1).

)=

Vom da o interpretare geometrica foarte utild a curburii unei curbe plane.

Din prima formula (4.3) rezulta ‘K (s)‘ =

Fie B(S) unghiul format de versorul ;(s) cu versorul 7. Acest unghi este

desenat 1n Fig. 2.
A

y

\ 4

Fig. 2
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—

Rezulta imediat x(s) = <7(s),?> =cos@ (s), y(s) = <;(s),j> =sin6 (s) si
prin derivare in raport cu s obtinem ;: —é(s)sin@(s),;/ = é(s)cos G(S),
Q(S) _ dQ(s)

X=-Ky, ¥y =K x, care combinata cu formulele tocmai obtinute pentru x si y ne
conduce la

(4.4) K(s):‘;—e, s0[0,L].
S

. Prima formuld Serret — Frenet se scrie pe componente in forma

Aceasta este interpretarea geometrica a curburii unei curbe in plan. Formula
(4.4) ne permite sa obtinem o formula de calcul a curburii in parametrizatie naturala
s.

Un calcul simplu ne aratd cd are loc egalitatea x(s)y(s)—
(s)x(s)=6(s) si deci
@5 k(s)=x(s)p(s) =y (s)x(s). s O[0,L]

Sa presupunem ca lungimea de arc s provine de la o parametrizare a curbei cu ¢,

adica s(¢)=[ [r'(r )”dr Integrala care di s se calculeazd greu si de multe ori
i1

functia ¢ - s(t) nu se poate determina explicit. Incat in practica formula (4.5) nu

este satisfacdtoare pentru calculul functiei curburd. Vom deduce o formula care ne
permite sa calculdm curbura plecand de la o parametrizare oarecare. Retinem ca

H H_ )+y'2 (t) Punem s=s(t) in ecuatiile (4.2) si obtinem

x—x( ()) y= y( (t)) Derivdm aceste functii, in raport cu ¢ de doud ori si

avginem: /() =(s()) 2. »'() =3 () & () =H ) AT #+(61) L2,
y“(r)zi(s@)gd—jg )4
Evaluam expresia x ( ) y ( ) y ( )x"(t). Folosind si (4.5) obtinem

()5 () - ()= () = (LR

Asadar avem urmatoarea formula de calcul a curburii unei curbe plane
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(4.6) K(t)zx'(t)y"(f)_y'(l)x:(l).
(x » (Z‘) + " (l‘))2

Observatia 4.1. Functia curburd a curbei plane C nu depinde de reperul

ortonormat ales in E*. Faptul decurge din (4.4). Intr-adevir, la o translatic a
reperului, functia s — Q(S) ramane aceeasi iar la o rotatie de unghi a (acesta nu

depinde de s) functia s — 0(s) trece in § — B(S)ia. Aceste functii au aceeasi
derivata.

Observatia 4.2. Fixam reperul R :{0, (;,;} si efectuam o translatie si

apoi o rotatie de unghi @ a planului £>. Curba C isi modifici pozitia in plan dar, ca
mai sus, se constata ca derivata functiei s — 6 (S) este aceeasi adica functia curbura

a curbei rdmane aceeasi. Compunerea unei translatii cu o rotatie directd se numeste

deplasare in planul E°. Deplasirile sunt izometrii ale lui £°.

Observatia 4.3. Pentru diverse parametrizari ale curbei obtinem functii
curbura care au domenii de definitie diferite dar au aceeasi multime de valori. Intr-
adevdr, cu un calcul asemandtor celui prin care am obtinut (4.6) se aratd cd avem

K (¢ (t)) =k (t), t01 cu ¢:I - J un difeomorfism al intervalelor deschise / si J
din R.

§5. Teorema fundamentala a geometriei curbelor plane

Am vazut ca oricarei curbe in plan 1 se asociaza functia curburd care se
poate calcula prin formula (4.6) sau (4.5).

Aceastd functie curburd determind complet curba in sensul teoremei
urmatoare, numita §i teorema fundamentald a curbelor plane.

Teorema 5.1. Fiind data o functie k:[O,L] _>R,s_>K(s), de clasa

C',r20, exista o curba, unica pdna la o deplasare in plan, pentru care s este
lungime de arc si functia k este functia curbura a curbei.
Demonstratia existentei. Fie s, E[O,L). Consideram ecuatia diferentiala

Q(S) =k (s) . Prin integrarea ei obtinem
(5.1 6(s)=6, +rk(r)dr,

unde 6, = H(SO)este un numar real oarecare.

Fie sistemul de ecuatii diferentiale in necunoscutele x, y
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%JC(S) = cosB(s)

HV(S) = sin@(s),

cu sl [O, L] si unghiul s) dat de (5.1). Prin integrarea acestui sistem obtinem

o
E[x(s =X, +J'S cos@(0)do
(5.2) O .
Ey( =y, +J' sinf(o)do
cu x, =x(s,),», =»(s,) numere reale oarecare.

Aplicatia s — (x (s), y(s)) este curba cautatd, adica o curba plana pentru

care s este lungime de arc si k functia curbura a ei. Intr-adevar, lungimea ei de arc

2 .2 .
I: \/x (o)+y (0)do =J'0 ds =s , iar curbura

xy—yx=0cos’ @ +0sin* 6 = G(S) :k(s) L] [O,L] )
Comentariu asupra unicititii. In demonstratia existentei apar conditiile
initiale: punct (x,,y,), directie 8,, arbitrare. Deci existd o infinitate de curbe pentru

care s este lungime de arc si k functie curburd. Sintagma “unicd pand la o deplasare
in plan” inseamna ca oricare doud dintre aceste curbe se pot suprapune printr-o
deplasare in plan. Pentru demonstratie a se vedea [1, p.25]. Rezulta ca prin deplasari
convenabile le putem suprapune pe toate peste una fixata.

Aplicatie. Sa se determine curbele plane de curburd constantda £ #0.

Rezultd 0(s)=6, +k (s —s,) si
Ex(s)=%sin(0 k(s =s,))
%y =——cos (8, +k (s =s,))
Asadar x’(s)+)’ (s) , deci curba pland de curburd constantd k # 0

este un arc de cerc de raza Z .

Curbele plane de curbura zero sunt, evident, drepte in plan.
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§6. Forma arcului unei curbe plane in vecinatatea unui punct.
Puncte singulare

Fie curba pland (C) %x=x(s) 5
5 =5(s). s0[o.1]

P(x(s), y(s)) un punct al curbei C. Consideram un punct “vecin lui P”,

cu s parametru natural si

Q(x (s +As), y(s +A9)) cu As o mici variatie a lui s. In punctul P avem reperul

Serret — Frenet {P, (;(s), n (s)} . In acest reper vectorul @ se scrie In forma

(6.1) PO =x(As)t(s)+y(As)n(s).
Pe de alta parte PO :;(s +A§) —;(s) :(x(s+A9) —x(s),y(s +Av) —y(s))

sau, dupd aplicarea formulei lui Taylor si omiterea termenilor care contin puteri =3

ale lui As, P—Q:Ex(s)%ﬂc(s)ﬁ,y(s)ﬁ+y(S)ME=;(S)§+;(S)@

2! 1! 2! 1! 2!
N . =B o ()
Continuam prin aplicarea formulelor lui Frenet. Rezultd PO =t (s)? +kn (s) T

Prin comparatie cu (6.1) obtinem

;(As):%,
(6.2) >
}(As):k%, AsOf e,¢),

cu € suficient de mic in valoare absoluta.
Formula (6.2) ne permite sd desenam arcul de curburd in vecinatatea
punctului P. Din (6.2) rezulta
, - k=
(6.2%) y=—x,
2
formulda care ne arata ca arcul de curbura in vecinatatea lui P are forma unui arc de

parabola cu varful in P si deschiderea indicatd de sensul normalei principale (baza

(?,;1) este pozitiv orientatd) daca are loc £ > 0 si cu deschiderea in sens opus daca

are loc k < 0. Consideratiile de mai sus sunt valabile pentru punctul P neinflexionar.
Daca P este inflexionar, considerand in dezvoltarea Taylor a functiilor

S - x(s),s - y(s) si termeni ce contin (As)3 formulele (6.2) se inlocuiesc cu
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3
;(As)zg— 2(AS) )
1! 3!
(6.2°%)
(8s)", ; (as)
y(Bs) =k +k 3 , AsOf €,¢€)
care in ipoteza k (s) =0 sereduc la
As
)C(A.S')zﬁ,
(6.3) 3
~ - (As
H(a)=i 8L af e
Rezulta
(6.3") Y=kx .

Deci arcul curbei C in vecinatatea punctului inflexionar P are forma unui
arc de parabola cubica (Fig. 4)

v

Fig. 4. Arcul plin reprezintii cazul £ > 0 iar cel punctat reprezinti cazul £ <0

Formulele (6.2) si (6.3) ne permit sa construim graficul curbei C. Incepem
cu un punct P, construim un arc ce-1 contine, luim pe acest arc un punct P’ si
construim un arc ce-l contine s.a.m.d. Pentru a reusi ne trebuie parametrizarea
naturald a curbei si curbura ei. Procedeul acesta de constructie este foarte incomod in

De exmplu, putem incerca sa explicitdm (cel putin un arc al curbei C) in
forma

(6.4) y =f(x), X D(a,b)
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si sa reprezentam grafic acest arc prin metoda invatatd in liceu. Explicitdm apoi un
alt arc al curbei C s.a.m.d.

Daca acest procedeu este greoi pentru ca fie explicitarea este dificild, fie
trebuie sa Tmpartim curba, pentru explicitare, in foarte multe arce, putem sa trasam
graficul curbei plecand direct de la o parametrizare oarecare a ei de forma

X=X (t)
y :y(t),)c‘2 (t)+y'2 (t) >0 O R

In acest scop se studiazi variatia semnelor derivatelor x',y' si x",y". Dar
inainte de aceasta trebuie s ne ocupam de

(6.5)

Asimptote pentru curbe plane

Fie P(x (t),y (t)) un punct pe curba C de ecuatie (6.5).

Sa presupunem ca pentru ¢ - ¢, (¢, finit sau *o0), fie x(t) fie y(t) tinde
catre +o sau —co. Vom spune cad punctul P tinde catre infinit pe curba C si arcul
descris de P se va numi ramurd infinitd a curbei C. Este posibil ca acest arc sa se
apropie oricat de mult de o dreapta d in sensul ca lim dist (P,d) =0. In acest caz se

L1,
spune ca dreapta d este asimptota pentru curba C. Apar urmatoarele situatii:
a) Pentru ¢, 01 R,limx(a‘:) X, (finit) si limy(t) =+o. In aceastd
t 1y t=1y
situatie dreapta x =x, este asimptotd (verticald) pentru ca distanta lui P la aceastd
dreaptd are limita zero pentru ¢ — ¢,.
b) Pentru ¢, 01 R,limx(t:) too | lim y(t) =y, (finit). Atunci dreapta
tot, tot,

de ecuatie y =y, este asimptota (orizontald) la curba C.

c) Pentru ¢, 0 R, limx(t:) oo |, limy (t) =+00. In aceastd situatie
t -1, t -1,
cautam asimptote (oblice) de forma y=mx+n. Conditia de asimptota,

- O
lim m (t) ) (Z) e =0, rescrisa in forma lim Efn E: 0, ne

ool m? =i +\/1+

aratd cd in mod necesar, m =1imM.
t-1, x(l‘)

n =lim ( y (t) —mx (t)) Invers, daca limitele care definesc m si n exista si sunt finite,
t >t

Forma ecuatiei asimptotei ne conduce la

distanta de la P(x (t), y(t)) la dreapta y =mx +n tinde la zero pentru ¢ - ¢, deci

dreapta y =mx +n este asimptotd a curbei C.
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Exemplu. Sa se reprezinte grafic curba, numitd foliul Iui Descartes, de
ecuatie x° + )’ —3axy =0, a OR,&> 0.

Incercam sa gisim o pararpetrizare a curbei prin intersectia ei cu dreapta
v =tx (Procedeu demn de retinut!). Inlocuind y =#x in ecuatia curbei, obtinem

_ 3at
ST
(6.6) -
at
=—— tUOR.
T

Observam ca pentru ¢ — —1, functiile x i y devin simultan infinite. Cautam

»(¢)

asimptote oblice. Avem thj{llm =-1 si lllrzll ( y (t) —mx (t)) = -a. Asadar dreapta

x+y+a =0 este asimptota oblica.
3a(1-20°)  3ar(2-r)
ﬁ,y t :ﬁ
(1+7) (1+7)
| R . . .
anuleaza pentru — si respectiv pentru t =0 si ¢ = %/5 . Introducem aceste valori si

3/5

semnele functiilor x’, y’ intr-un tabel ca mai jos.

Primele derivate sunt x'(z)= Ele se

1
t —00 -1 0 — HE) —c0
2
x’ ++++++++++++++++++ 0 --- - oo e e oo
N R e ey O4+4+++ 0-cccmmme e a oo
x oo/ Tl 0/ N NN\ 0
232
y 0 N\ N N0 S S /AN N\ 0

Din acest tabel reiese graficul curbei C (pentru a = 2 ).
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Fig. 5

Sagetile indica deplasarea punctului P al curbei cand ¢ variaza de la —co la
+00 . Se constata imediat ca axa Ox este tangenta la curba in punctul O. Acesta este si
punct dublu pentru curbd. El se obtine pentru #=0,7 =+co. Dupd schimbarea de

1 . . U
parametru ¢ =-,¢'#0, calculand primele derivate se constatd ca si axa Oy este
t

tangentd curbei in originea 0. Reprezentarea parametrica (6.6) ne arata ca foliul lui
Descartes este curba in sensul Definitiei 1.2.

Amintim ca in reprezentdrile parametrica, (1.5), implicita, (1.6), si
explicita, (1.7), ale curbelor plane se impuneau urmatoarele conditii:

a) Functiile folosite sa fie de clasa C* (s > 1) ,

b) In reprezentarea parametrica (1.5), derivatele x” si y’ si nu fie simultan
nule,
¢) In reprezentarea implicita (1.6), derivatele F, si F, sd nu fie simultan

nule.

Exista multimi in plan descrise, intr-un reper cartezian, de ecuatii de tipul
(1.5), (1.6), (1.7) care au puncte in care nu toate conditiile a), b), c) sunt satisfacute.
Asemenea puncte se numesc puncte singulare si multimile in cauza se numesc curbe
cu singularitati.

Lasam in seama Analizei matematice studiul curbelor cu singularitati
produse de nesatisfacerea conditiei a) si ne ocupam de puncte singulare date de
nesatisfacerea conditiei b), respectiv c).

Fie o curba cu singularitati data parametric prin (1.5). Intr-un punct singular
avem x'=y'=0. Constatdim cd nu mai putem folosi (2.3) pentru a scrie ecuatia
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tangentei In acest punct. Amintim ca intr-un punct nesingular dat de ¢ =¢,, panta
y'(to) =i y(to +At)_y(t0)
=lim .
x'(t,) =0 x (1, + ) = x(1,)
Aceastd formuld conduce la ideea de a defini tangenta intr-un punct

singular dupa cum urmeaza. Sa presupunem mai general ca in punctul singular dat de
valoarea ¢t =u, avem

tangentei la curba este m =

(s-1)

x'=x"=.=xtD =pr=pr = =y =,
si cd cel putin una din derivatele x0), y(s) este diferita de zero in acest punct.

Formula lui Taylor ne permite sa scriem

x(uy + ) = x (uy) = (At') X (u, +6,1x),
s!

y(uo +At) —y(uo) = (At)s (+) (u0 +0,, &),

s!
unde 6, si 6, sunt numere reale din intervalul (0,1).
Definind panta tangentei ca §i in puncte nesingulare, rezultd

(s) (s)
m = lim 2 (uo +91’At) =7 , (uo) . Limita existd pentru ca functiile in cauza sunt
820 y(s) (u0 + elaAt) ) (“o)
de clasa C° (s > 1).
Ecuatia tangentei se scrie in forma
x_x(“o) _JY _J’(“o)
) (”o) y(s) (”o) ’

Fie acum o curba cu singularitati data de ecuatia F' (x, y) =0. Coordonatele

(x, y) ale unui punct singular sunt solutii ale sistemului
F(x,y) =0, F, (x,y) =0, F, (x,y) =0.
Cautdm panta tangentei intr-un asemenea punct.

Fie P'(x +Ax,y+ Ay) un punct vecin lui P (x, y). Panta tangentei in P va

fi m=lim &y . Punctul P’ fiind pe curba, avem
Ax—0 Ay

F(x+Ax,y+Ay) =0.

Aplicam functiei /' formula lui Taylor, oprindu-ne la termeni de ordin 2.
Obtinem

F, (x.p)(8x) +2F, (x.y) Axdy + F, (x.y) (&) =0.
Impartim prin (Ax)2 si facem Ax — 0. Rezultd
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F (x,y)+2mny (x,y) +F, (x,y)m2 =0.

Presupunem ca cel putin una din derivatele de ordinul al doilea a functiei F
este diferita de zero in P. Ecuatia de gradul 2 in m conduce la urméatoarea discutie.

1) Daca in —F_F, >0 in P, avem doud tangente in P, de pante m, si

m, . Curba arata ca in Fig. 6.

I)

Fig. 6

- 2 _ _ A . - - . .
2) Daca F —-F_F, =0 in P, avem o singura tangenta care trebuie totusi

socotita de doua ori. Curba are una din formele

= A

Fig. 7

3) Daca in —F_F, <0 in P, atunci P este un punct izolat al multimii de

puncte definitd de ecuatia F (x, y) =0, in sensul cd existd un disc

centrat in P care nu contine nici un punct al acestei multimi.
Daca toate derivatele de ordinul al doilea ale functiei /' sunt nule in P, se
face un rationament similar considerand in formula lui Taylor derivate de ordin =3
sau i mai mare dacd derivatele de ordinul al treilea etc. ale functiei F' sunt nule in P.



CAPITOLUL 2

CURBE IN SPATIUL EUCLIDIAN E°

Rezumat. Se defineste notiunea de curba in spatiu si se dau reprezentdrile analitice ale
curbelor ( 1) explicita, 2) implicita, 3) vectorial parametrica):

1) y= d)(x),z = LIJ(x),x D(a,b).

F

F O
2)F(x,y,z)=O,G(x,y,z):O,mng% Gy GZE=2,(x,y,z)DVD R?,

3) e ;(t),t myN R,?’(P—) 0, functiile care apar fiind diferentiabile de clasi C* cu

s=3. Se introduce parametrizarea naturald cu functia lungime de arc

t
S(t) =J'\/x'2 (T) + y'2 (T) +2°2 (T)dT . Se construieste triedrul tridreptunghic al lui

Frenet, format din planele osculator, normal si rectificator ale carui muchii sunt tangenta,
normala principald (continuta in planul osculator) si binormala (perpendiculard pe planul

osculator). Cu versorii tangentei (;) , al normalei principale (n) si binormalei (1;) se

defineste reperul ortonormat (reper Frenet) (;,}TZ,B) mobil pe curba. Variatia reperului

dt dn - -
Frenet este descrisi de formulele lui Frenet: d_ :k(s)n, d_ =-k (s)t + T(s)b,
s s
db - . L : - :
d_ = —T(s)n, in care apar functia de curburd & si de torsiune T. Intr-o parametrizare
s

‘;'(t)x;»"(z)‘ )= (?'(t),?"(t),?'"(t))
(o) ()< (1))

numai daca curba este pland. Se dau interpretdri geometrice ale curburii §i torsiunii §i se

oarecare k (t) si avem T=0 daca si

enuntd teorema fundamentald care afirma cad date doud functii k,T:[O,L] - R,

s — k(s),s - T(S) continue, exista o infinitate de curbe pentru care s este lungimea de

arc, functia k este curburd si functia T este torsiune. Oricare doud dintre ele se pot
suprapune printr-o deplasare 1n spatiu.

§1. Definitia curbelor in spatiul euclidian £’

Intuitiv recunoastem cu usurintd figurile numite curbe din spatiul fizic
obisnuit si realizam ca unele sunt simple, de exemplu liniile unui curcubeu si altele
sunt mai complicate, cum este zigzagul unui fulger puternic. Pentru a studia aceste
figuri, trebuie sa le abstractizam si folosind structura abstractd a spatiului, anume
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aceea de spatiu euclidian cu trei dimensiuni, sd le exprimam analitic, in formule cu
care sd putem face calcule.

Experienta de la studiul curbelor plane ne spune ca trebuie si fixam in £’

un reper ortonormat [+ {O, (f,}',l;} orientat pozitiv si sd consideram aplicatii de

tipul aplicatiei ¢:/ OR—~ E’ cu [ interval deschis in R . Aplicatiei c i se asociazi
aplicatia vectoriala el o R ¢ - ;(t) = (x (t),y (t),z (t)), t U1 unde functiile

reale ¢ - x(t),t - y(t),t . Z(t) sunt coordonatele vectorului Oc (t) in baza
(;, },7{) adica

(1.1) Oc(1)=x(1)i+y(c)j +2(¢)k,
sau, echivalent, coordonatele punctului ¢ (t) OE inreperul O.

Presupunem ci aplicatia ¢ este diferentiabila de clasa C* (s > 1) pe I ceea
ce Inseamna ca functiile coordonate ¢ — x(t),t N y(t),t - z(t) sunt de clasa
C’ (S > 1) pe L

k'O

Matricea Jacobiand a aplicatiei c este J, = E}v%, unde x'= @, si rezulta

='H

ca c este imersie pe / daca si numai daca

(1.2) x%+y?+z% >0 pel
Aceasta conditie este echivalentd cu
(1.2°) r'(t)#0 pel.

Reamintim ca imersia ¢ este scufundare daca aplicatia vectoriald
r:l - r(] ) este homeomorfism.

Definitia 1.1. O submultime C in E’ se numeste arc elementar de curbi
daca C =c(l ) cu I un interval deschis in R sau egal cu R si aplicatia ¢ o

scufundare diferentiabila de clasa C° (s 21) a lui I in E’. Perechea ([ ,c) se

numeste parametrizare a arcului elementar de curba C.
Fie J un alt interval deschis in R si A:J - 1,7 - h(T)=t un

difeomorfism de clasa C* (S P 1) , adica Z—i Z0 0O J.

Propozitia 1.1. Perechea (J ,C=co h) este 0 noud parametrizare a arcului

elementar de curba C.
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Demonstratie. J este interval deschis prin  ipotezda i
c (J ) =c (h (J )) =c (I ) =C. Fie B =roh aplicatia vectoriala asociatd aplicatiei c.
Prin derivare in raport cu T a egalitatii 0 (T) = ;(h (T)),T UJ obtinem

d_p = ;;'
drt
pentru ca E este compunerea a doud homeomorfisme. m
Notiunea de arc elementar de curba corespunde imaginii intuitive de

“portiune de curba” sau “arc de curba”. Intuitia ne spune ca o curba in spatiu este o
reuniune de arce, unele dintre ele cu intersectie nevidd. Acest fapt intuitiv este
formalizat in

Definitia 1.2. O submultime C in E’se numeste curbi daca orice punct
al ei apartine cel putin unui arc elementar de curba, continut in C.

Aceasta definitie nu acopera complet notiunea intuitiva de curba in spatiu
dar circumscrie o clasa foarte largd de curbe intalnite in practicd, curbe care au
proprietati frumoase, deduse prin studiu analitic.

In capitolul de fati ne vom ocupa de aceastd notiune de curba in spatiu.

dh . S . . .
(h (T))—;tO pe J deci aplicatia ¢ este imersie. Ea este si scufundare
drt i

§2. Reprezentiri analitice ale curbelor in spatiul euclidian £°.

Dupa cum am vazut in §1, un arc elementar de curba in spatiu este dat

analitic prin aplicatiile ¢ sau », cu anume proprietdti. Ne punem problema de a da,
de a reprezenta (de a descrie) analitic o curba 1n sensul Definitiei 1.2.

Teorema 2.1. Multimea C:{P(x,y,z) Or° |F ¢(x), z=Y (x) cu
xD(a,b)] R si functiile ¢, :(a,b) — R diferentiabile de clasa C’ (s 2 1)} este o
curbd in E°.

Demonstratie. Vom ardta cd C este chiar un arc elementar de curba in
E® . In acest scop definim c: (a,b) — E’ prin c(x) = P(x,(b (x),l,U (x)) cu aplicatia
vectoriald asociata ;:(a,b) SR xS (x,¢ (x),l./l (x)) Este evident ca
c ((a,b)) =C. Cum ;'(x) = (1,¢‘(x),l,ll '(x)) este o functie vectoriala care nu se
anuleaza nicdieri pe (a,b), aplicatia ¢ este imersie pe (a,b). Aplicatia
r (a,b) - ;((a,b)) este homeomorfism pentru ca inversa ei (x,¢ (x),l,U (x)) - X

este evident continua (chiar diferentiabila de clasa C ). m
Teorema 2.1 ne arata cd putem reprezenta o curba in spatiu prin ecuatiile
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F=4(x)
57 =L,U(x), xD(a,b).

Aceastad reprezentare se numeste reprezentare explicita pentru o curba in

2.1)

E®, in fapt, pentru un arc elementar de curba in E°.
In mod asemanator se arata ca si urmatoarele ecuatii

2=0(»)

=¥ (), yO(ed),

B=9(2)

=y (), z0(e /),

reprezintd arce elementare de curbd in E’. Si acestea se numesc reprezentiri

.. . - A 3
explicite ale unui arc elementar de curba in E~.

o . - IR . A 3
Pentru a gasi o altd reprezentare analiticd a unei curbe In E° vom
demonstra

Teorema 2.2. Multimea C ={P(;) OE’ ‘;': ;(t), t0 (a,b) cu aplicatia

2.1%)

(2.17%)

vectoriala t — ;(z‘) diferentiabila de clasa C’ (SZI) si cu ;'(t)ia pe (a,b)}

este o curbd in E’.
Demonstratie. Vom demonstra ca orice punct din C apartine cel putin

unui arc elementar de curba, continut in C. Fie F, (a) cu a 2;(t0),z‘0 D(a,b) un
punct din C. Asadar avem ;'(to)=(x'(t0),y‘(to),z'(to))¢O. Sa presupunem
x'(to) #0. Rezultd, din continuitate, ca x'(t) #0 pe un interval deschis
I= (to —&,t, +£),$ >0. Pe acest interval functia x:¢ — x(t) este strict monotond
deci injectiva §i cum pe imagine este surjectiva, avem o bijectie x:/ - J = x(] ) cu
inversa x':J - Ix -t =h(x) , diferentiabila de clasa C° (s > 1) pentru ca
functia ¢ - x(t) este diferentiabila de clasa C’ (SZI). Inlocuim t=h(x) in
ecuatiile y= y(t) si z= z(t) si obtinem y=¢ (x),z =y (x), xUdJ st
¢, :J - R functii diferentiabile de clasa C’ (s > 1), pentru cd sunt compuneri

de functii diferentiabile de clasa C° (s > 1). Dupa Teorema 1.1, multimea
{P(x,tp (x),l,U (x)),xDJ} este un arc elementar de curba. Acesta contine punctul

P, care se obtine pentru x, =x(to) si este continut in C pentru cd este acea

submultime din C obtinuta pentru ¢ = h(x) cu xUJ, adica pentru ¢ /1] (a,b).
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Daca x‘(z‘o)ZO, atunci fie y'(to)io, fie z'(t0)¢0. Se face un rationament

asemandtor §i se obtine cd F, apartine unui arc elementar reprezentat prin (2.1’) sau
2.17). m

Teorema 2.2 ne permite sa afirmam ca ecuatia

(2.2) r=r(t), r'(t)#0 00 (a,b),
reprezinti analitic o curba in spatiul E’. Aceastd ecuatie se numeste reprezentarea
vectorial — parametricd a unei curbe in E° . Ea are forma echivalenti

Ok = x(t)
0
(2.27) v =y(7)
0
DZ:Z(Z‘), tD(a,b), x% y% 2> 0pe (a,b),
care se numeste reprezentarea parametricd aunei curbe in E° .

Este evident cd dacd restringem intervalul de variatie a lui 7 la un
subinterval deschis 7 al lui (a,b) pe care aplicatia ¢ — r(t) sa fie homeomorfism pe
imagine, ecuatia (2.2) respectiv (2.2°) va reprezenta un arc elementar de curbd in
E3

Existi si o a treia reprezentare analiticd a unei curbe in E° dati de

EF (x,,2) =0,

Teorema 2.3. Multimea C:@P(x, y,z) OF | O cu
g A0(x.0.2) =0,
F,G:DOR’- R* D multime deschisa, diferentiabile de clasi C° (SZI) si
[ £ £ O g 3 3 s
rang =2 pe D[] presupusa nevidd, este o curba in E’.
4. G GH =
Demonstratie. Vom arita ca orice punct din C apartine cel putin unui arc
elementar de curbda, continut In C. Fie F (xo, yo,zo)D(C , deci rang

oF, F, PO o oF
%; =2. Amintim ca F, =— etc. Sa presupunem ca
. G, G, toox

z

g z0.
G, G,

Din continuitate rezultd cd acest determinant este diferit de zero pe o multime
deschisa D'l D, centratd in F,, care, dupa o eventuala micsorare, poate fi luata de

forma D'=7xJ XK, unde /,J,K sunt intervale deschise centrate in x,,y,,z,,
respectiv. Teorema functiilor implicite ne asigurd cad existd functiile diferentiabile
de clasa C’, unice, ¢:/ — J si:/ - K incat y, =@ (x,), z, =@ (x,) si

(*) Fx¢ ()@ (x))=0, G(x.¢ (x)w (x))=0, DO 1.
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Consideram multimea C ={P(x,¢(x),l,tl(x)) OE| & l} . Conform Teoremei

1.1, aceasta este un arc elementar de curba. Acest arc contine punctul F, care se
obtine pentru x=x, si este inclus in C datoritd identitdtilor (*). Daca

F, F . . . . .o F, F O
=0, exista un alt determinant de ordin 2 din matricea )
G, G 6. 6 Gf

z

)
care sa fie diferit de zero in F, si se face un rationament asemdnator. Se va obtine
ca F, apartine unui arc elementar de curba reprezentat ca in (1.2°) sauin (1.2°°). m
Pe baza Teoremei 2.3 putem spune ca sistemul de ecuatii

%’(x, ¥, z) =0
B’J(x, ¥, Z) =0, (x, v, Z) 0D,

y o, F, F O : . .
cu conditia rang %; - ﬁ= 2 pe D, daca are cel putin o solutie, reprezinta
X y z

(2.3)

analitic o curbd in E’. Aceastd reprezentare se numeste reprezentare implicitd a
unei curbe in E°.

Functiile care intervin in reprezentdrile analitice (1.2) — (1.3) sunt
diferentiabile de clasa C’ (S = 1). In continuare acest lucru va fi subinteles iar clasa

de diferentiabilitate va fi cea de care avem nevoie 1n calcule. De cele mai multe ori
s =3 este suficient.

Cele trei reprezentari ale unei curbe in spatiu — explicita, parametrica,
implicitd — sunt /ocal echivalente in sensul ca pentru orice punct F, de pe o curba
C existd un arc elementar ce contine F, si este continut in C, care se poate
reprezenta in toate cele trei moduri posibile. In demonstratiile teoremelor 2.2 si 2.3
am vazut cum se trece de la reprezentarea parametrica respectiv implicita la
reprezentarea explicitd. Invers, reprezentarea explicitd (2.1) este o reprezentare
parametrica de forma x =¢, y =¢ (t), z =l (t), t D(a,b) si totodata o reprezentare
A B (x..2) =y -¢(x) =0,
implicita particulara si anume [J
@(x,y,z) =z-Y (x) =0.

Echivalenta locala a celor trei reprezentari analitice creeaza multe avantaje
in studiul /ocal al curbelor in spatiu, studiu care urmareste stabilirea unor proprietati
referitoare la arce elementare de curbe in spatiu.



40 Capitolul 2. Curbe in spatiul euclidian E’

§3. Tangenta si plan normal intr-un punct al unei curbe in spatiu

Notiunile din titlul acestui paragraf sunt locale incat putem sa ne limitam
la a considera un arc elementar de curba ce contine punctul in care dorim sa definim
tangenta si planul normal, care sd admitd simultan cele trei reprezentari analitice
descrise in §2.

Vom nota un astfel de arc elementar prin C si-1 vom numi simplu curba in
spatiu. Vom presupune ca functiile cu care se reprezintd C sunt diferentiabile de

clasa C’ cu s cat de mare va fi necesar.
Fie pentru inceput curba C reprezentata parametric prin

(3.1) r=r(t), r'(t)#£0, OO (a,b).
Consideratii de Mecanica, precum si situatia de la curbe in plan ne conduc

la

Definitia 3.1. Se numeste tangenta la curba C din spatiu in punctul ei
E, (; (tO )) dreapta care trece prin F, si are directia vectorului ;'(to )

Observatie. Tangenta nu depinde de reperul ales in E’ pentru ci este
definitd de vectorul 7' care rimane neschimbat la trecerea de la originea O la un alt
punct O’, situatie in care vectorii de pozitie ai punctelor curbei devin O'O +r (t) cu

vectorul O'O independent de . Tangenta nu depinde nici de parametrizarea curbei.
Intr-adevar, daca ¢:J - [ =(a,b) este o schimbare de parametri, t=¢(T) si

dp dg

punem B(T) = 17(¢ (T )), vectorul E(TO) = ?(to) I (t,).t, =¢ (r,) este coliniar

- . d .= A o . .
cu r'(to). Vectorii d—p(T O) si r'(to), avand aceeasi directie, vor determina aceeasi
T

dreaptd prin punctul PO(; (t0)=B(TO)). Se spune ca notiunea de tangentd este

geometrica.
Ecuatia vectorial - parametrica a tangentei la curba C reprezentatd de

(2.1), in punctul £, (; (to)) este
(3.2) r=r(t,)+Ar'(t,), A OR.
Pe componente (3.2) se scrie in forma
Sxe(tO)+/\x‘(to),
(3.3) v =y(t)+Ay'(%),
= =z2(1,)+A2'(1,), A OR

sau echivalent,
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x—x(to) _Y —y(to) _Z —z(to)
x'(1,) »'(t) z'(t)
Daca arcul C este reprezentat in forma implicita

(3.4) y=¢(x),z=l,ll (x),xD(c,d),

ecuatiile tangentei in F, (xo,(b (xo),l,U ()c0 )) rezultd din (3.3°’) (cu parametrul # = x)

(3.3”)

in forma

X7X _ y=9(x) _xy (x0)
L) ()

Fie arcul C reprezentat in forma implicita

%’(x, y,z) =0,

£G(x,,2) =0, (x,»,z) 0D multime deschisa in R’.

(3.5)

(3.6)

Fie P, (xo, yo,zo) pe acest arc. Considerand simultan si reprezentarea sa (3.1) in

forma scalara, avem

%F(X(f)ay(f),Z(f))EO,
£G (x (), »(r),2(r)) =0, 1 DI deschis in R.

Presupunem cd F, se obtine, in reprezentarea (3.1), pentru ¢ =¢,. Derivam

(3.7)

fiecare din identitatile (3.7) in raport cu . Obtinem
B Q'+ F D'+ F [3'=0,

3.7°) 0 ' ' L
o, U'+G, 0'+G, [2'=0, pe I
. [(DF oF oFU . o
Amintim ca vectorul 3—,——,—] se numeste gradientul functiei F i se
[0x 0dy 0z []

noteazd gradF = (F F F ) Similar avem gradG = (Gx,Gy,GZ). Identitatile (3.7°)

x27 y2T oz

se transcriu in forma

(3.7 <?'(z),gradF> =o,<?'(t),gradG> =0, 01 .

De aici rezulta ca ;'(to) este perpendicular pe vectorii grad,F si grad,G,
unde indicele zero semnifica considerarea acestor vectori in F, (xo, Vs 2o ) , deci este
coliniar cu produsul lor vectorial. Asadar avem ;'(to) = A grad,F Xgrad,G, unde
AOR este un factor de proportionalitate. Vectorii grad,F'si grad,G sunt

F, F, E O

y

necoliniari deoarece ) =2,
"ER. 6 af



472 Capitolul 2. Curbe in spatiul euclidian E’

Folosim forma obtinuta pentru ;'(to) in formula (3.7°") si tinem seama de

formula de calcul a produsului vectorial a doi vectori. Obtinem ecuatiile tangentei la
curba C, data implicit, in punctul ei F (xo, Yo»Zo ) :

(3 8) X=X — Y=o — Z7%
| F, FE| '[E E| "[F. F
G, G G, G G, G

y Zo z x|0 X Ylo

Definitia 3.2. Se numeste plan normal la curba C in punctul ei F,, planul
care trece prin F, si este perpendicular pe tangenta la curba Cin F,.

In cazul reprezentirii parametrice (3.1), ecuatia planului normal la curba C
in £, (to) este

(3.9) (r=r(1,).7'(1,)) =0
sau, in coordonate,
(3.9%) (x—x(to))x'(to) +(y —y(to))y'(to) +(z —z(to))z'(to) 0.

Pentru reprezentarea explicitd (3.4) a curbei C, ecuatia planului normal la
Cin P, (x0,¢ (x,). W (xo)) , are forma

(3.10) X=X, +(y —¢(x0))¢'(x0) +(z Y (xo))l./l'(xo) =0.

Daca arcul de curba C este dat in forma implicita (3.6), din ecuatiile (3.8)
ale tangentei la curba C se deduce ca ecuatia planului normal in F, (xo, yo,zo) este
data de
F, F
G, G,

F.F,
G. G,

FF,

=0
G. G,

(3.11) (x—x,) +(z —z,)

+(y _yo)
0 0 0

sau echivalent,

X=Xy Y=Yy 272

(3.11°) F' F  F’|=0,
G G G

unde indicele zero indica evaluarea in punctul F, a derivatelor partiale in cauza.
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§4. Lungimea unui arc de curba in spatiu. Parametrizatii naturale.

Fie un arc de curba in spatiu, nu neaparat elementar, reprezentat in forma
parametrica

(4.1) r=r(t), tO[a,b] .

Functia vectoriala ¢ — ;(t) este diferentiabila de clasa C° (SZI) pe
[a,b] in sensul ca admite o extensiune diferentiabila de clasa C* (s 21) pe un
interval deschis ce contine [a,b] .

Notam A(i7 (a)) si B(i7 (b)) si vom vorbi de arcul parametrizat 4B.
Notiunea de lungime de arc se obtine ca si la curbe 1n plan.

Fie A:(a =y <t <. <t <, <. <, :b) o diviziune a intervalului [a,b] .
Punctele A(;(a)), 4 (;(tl)), e A, (;(tn))EB determind o linie poligonalad

inscrisd 1n arcul parametrizat 4B . Lungimea acestei linii poligonale este datad de

n=l. -
(4.2) [, = z Hr (tl.ﬂ) -r (t’)H :
i=0
Din inegalitatea triunghiulara rezulta ca inlocuind A cu o diviziune mai
fina A', avem [/, </,.. Cum nu putem decide daca lungimile /, cresc oricat sau nu

depdsesc un numar finit, odatd cu rafinarea diviziunilor, notam prin D multimea
tuturor diviziunilor lui [a,b] si introducem

Definitia 4.1. Se spune ca arcul parametrizat AB are lungime sau ca este
rectificabil daca multimea {IA,A DD} este marginita superior. Marginea
superioara a acestei multimi se numeste lungimea arcului parametrizat AB .

Formula (4.2) ne arata ca arcul parametrizat AB este rectificabil daca si
numai daca functia ¢ - r (t) , tD[a,b] este cu variatie marginita pe [a,b] .

Din inegalitatile duble

[xB

(4.3) |y|gs X+ 42 S|x| +|y| +|z ,
[
Sls

rezultd ca functia ¢ — ;(t) este cu variatie marginita pe [a,b] dacd si numai daca
functiile coordonate ¢ — x(t),t - y(t),t - z(t) sunt cu variatie marginitd pe
[a,b] .
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Daca functia ¢ — ;(t) este de clasa C' pe [a,b] , prin folosirea teoremei

cresterilor finite, lungimea /, se poate scrie in forma

n-1
(4.4) I, = Z X&)+ (1) +22 () (6 —1,),
unde &, .0, O0(t,1.,).
Daca numerele &, 14,1, ar coincide , /, ar fi suma Riemann pentru functia
\/x'z (t)+y'2 (t) +z% (t) si am obtine /[ =J'b\/x‘2 (t) +y” (t) +z% (t)dt . In

general, numerele ¢, [,,1, nu coincid. Se poate totusi arata ([13]) ca are loc

Teorema 4.1. Fie un arc de curba parametrizata AB reprezentat de (4.1)

cu functii t — r (t) de clasd C'. Asemenea arc este rectificabil si avem

(4.5) Lo =[O =[x (1) +57 () #2° (e)ae
Aratam acum ca lungimea arcului 4B nu depinde de parametrizarea
aleasa. Intr-adevar, fie t = ¢ (T) curt D[c, d] si ¢ '(T) Z0 pe [c, d] o schimbare de

parametru pe arcul 4B.
Reprezentarea (4.1) trece in forma E(T) =?(¢ (T)), T D[c,d] si in

. , dc . o :
conformitate cu (4.5) avem /_ =J’ }JT , unde prin accent am indicat lungimea
T

lui 4B in noua parametrizare. Daca ¢'(T)>O pe [c,d], avem

lﬁ; =J’Cd H}"(qb (T ))H:p '(T ) dr . In aceasta integrali facem schimbarea de variabila

¢(T)=t. Cum dt =¢'(T)dT si ¢(c)=a, ¢(c) =b rezulta

, by
5=, |7 (@) =1
In cazul in care ¢'(T)<0 pe [c,d], avem ¢(c)=b si ¢(d)=a si cu

aceeasi schimbare de variabila 1n integrald obtinem

, d - C— b
=P @)a <[l O €)a =,
Vom spune ca (4.5) este formula de calcul pentru lungimea (cand exista!)

unui arc de curba.
Fie functia ¢ — s(t) data prin

P (e)] de =L,

(4.6) s(f)= J’;H?'(a)u do,a<t<b .
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Derivata acestei functii este s '(t) = H;'(t)u >(0. Asadar ea este strict
crescatoare pe [a,b] . Rezulta ca este bijectie de la [a,b] la [O,L] ,unde L:= lﬂ;.
Inversaei, t =h (s) este de aceeasi clasa de diferentiabilitate cu functia s. Efectuam

o schimbare de parametru pe arcul AB dati de t=h(s), posibila pentru ca
dh _ 1

s [ (n(s))

In aceastd noud parametrizare, reprezentarea (4.1) devine

(4.7) c(s)=r(n(s)), sOf0,L].

de _dr dh
Prin derivare in raport cu s in (4.7) obtinem —=—I/\h(s))— si
P (47) oby ds dt( (+)) is

, din formula de derivare a inversei unei functii.

|7l )

— =1. Asadar am
ds

considerdnd lungimile acestor vectori avem

@
ds

obtinut

Teorema 4.2. Parametrizare prin lungimea de arc s are proprietatea ca
lungimea vectorului tangent este constantd, egala cu 1.

O parametrizare a curbei cu proprietatea cd in acea parametrizare
lungimea vectorului tangent curbei este constantd, egala cu 1, se numeste
parametrizare naturald sau parametrizare canonica.

Teorema 4.2 ne spune ca functia lungime de arc dd o parametrizare
naturald a curbei sau ca arcul s pe curbd este un parametru natural. In aceasti

parametrizare, pentru arcul de capete F, (SO) si B (Sl) cu s,<s avem

S
I =I
Y

abscisa curbilinie a unui punct de pe arcul 4B .
Este natural sa ne Intrebam daca mai exista si alte parametrizari naturale in

— S . . ~ A .
c(U )Hda =Ild0 =s, =5, . Aceasta relatie ne permite sa gandim s ca
So

=1. Sa efectuam o

afara celei date de lungimea de arc. Fie I_;:;(S) cu

ds
de(o
schimbare de parametru s =h(0 ) si sd presupunem ca Z’( ) =1, unde
g
E(G ) =?(h (G )) Daca trecem la lungimi in egalitatea vectoriala —CZQ A
do ds do

obtinem A = *1 si deci
do

(4.8) O =*s+a, alUR.
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Asadar parametrizarile naturale pe curba sunt cele din (4.8). Ele sunt in
esenta date de lungimea de arc s.

§5. Planul osculator intr-un punct neinflexionar al unei curbe in
spatiu.

Fie o curba C in spatiu reprezentatd parametric in forma
(5.1) r=r(t), '(¢) 20 0O (a,b),
prin functii diferentiabile de clasa C*,k>3.

Am vazut mai sus cd vectorul ;‘(to) da directia tangentei la curba C in

punctul P, (to). Consideram si vectorul ;"(to). Acesta poate fi coliniar cu ;'(to),
situatie In care se spune ca F, este punct inflexionar al curbei C sau poate fi
necoliniar cu ;'(to), adica ;'(to)x;"(to)ia, caz in care F, se numeste punct
neinflexionar al curbei C.

Un punct neinflexionar F, (to) UC si vectorii ;'(t0 ), " (to) determina un
plan numit prin traditie plan osculator la curba C in F,. Directia normala a acestui
plan este directia vectorului ;'(to)x;“(to). Asadar introducem

Definitia 5.1. Se numeste plan osculator la curba C intr-un punct

P, (1j (to))DC , neinflexionar, planul care trece prin P, si are ca directie normala

directia vectorului ;'(to ) Xp" (to) £0.
Aceastd definitie ne permite o serie de
Observatii:
1. Planele care contin tangenta la curba C prin P, JC se numesc plane

tangente. Ele formeazi un fascicol. Intr-un punct P,0C, neinflexionar, putem

alege unul dintre planele tangente cu ajutorul lui L planul osculator in F,. Daca
F, este punct inflexionar, o asemenea alegere nu mai este posibila. Putem lua ca

plan osculator oricare dintre planele tangente. Asadar, in puncte inflexionare, planul
osculator nu este unic determinat.

2. Planul osculator este strict legat de curba. El nu depinde de reperul ales
in spatiu pentru ca este definit de £, de r' si r", elemente care nu depind de reper.
Acest plan nu depinde nici de parametrizarea aleasi pe curba. Intr-adevir, fie

c (T ) =r (h (T )) dupd o schimbare de parametru ¢=h (T ), h '(T) #0. Punctul

F,UC ramane acelasi numai ca se obtine pentru valoarea 1, solutie unica a ecuatiei
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A :h(T). Pe de alta  parte avem E(TO) = ;'(t ) dh ( ) si

drt dr
2 2
%:;"(’o)%(%)g +;'(t0)%(ro) si prin inmultire vectoriala rezultd ca
- 2
vectorul %(T 0)><%(T0) dat de
dec d’c i N=ar \Odh . \O
(5.2) E(TO)XF(TO) =(r (to)xr (to))BE(TO)H ,

are aceeasi directie cu vectorul ;'(to)x;"(to).

3. Formula (5.2) ne spune cd un punct inflexionar intr-o parametrizare
este astfel in toate parametrizarile. Spunem ca notiunea de punct inflexionar este
notiune geometrica pentru cd nu depinde de reperul ales si nici de parametrizarea
curbei. Evident ca si notiunea de plan osculator este geometricd, in acelasi sens.

Definitia 5.1 ne spune cé ecuatia planului osculator se poate da in formele

63 (Fr)r )< () =o.
63 () (6) () =,

() *() =)
(5.37) () »'(%) »'(z)=0.
) =z

() ='() ="(x)

Revenim la notiunea de punct inflexionar. Aceasta se aplicd si curbelor
plane care evident pot fi gandite drept curbe in spatiu, situate Intr-un plan care se
poate lua de ecuatie z=0, la o alegere convenabild a reperului in spatiu. Curba

-X
-y
-z

N‘<><

By =/ (x) A
plana are atunci reprezentarea explicitd [] care se poate pune In
F=0,x D( d )

Ch=x
.0
forma parametrica [y = f (x)
E{z =0, xO(c,d)
Rezulti 7 —(1, 7.0 ) " —( , /",0 ) ( 'Xr“)(x) =f "(x)l; de unde conchidem ca
pentru o curba din planul xOy de ecuatie y = f (x), punctele inflexionare sunt date

de solutiile ecuatiei f “(x)=0. Asadar, pentru curbe plane notiunea de punct

inflexionar se reduce la aceea Intalnitd Incad din liceu la studiul variatiei functiilor
reale de variabila reala.
Fie in particular o dreapta in spatiu de ecuatie
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(5.4) r=a+Au, A OR.
2

Cum ﬂ—u $1 ——
dA dA

inflexionare. Ne intrebam daca exista si alte curbe care sa aiba toate punctele
inflexionare. Raspunsul este negativ pentru ca are loc

Teorema 5.1. O curba in spatiu cu toate punctele inflexionare este un
segment deschis de dreapta sau o dreapta.

Demonstratie. Fie curba C in spatiu reprezentatd parametric prin (5 1) cu

=0, rezultd ca toate punctele dreptei sunt puncte

toate punctele inflexionare, adica r'(t)xr“(t)ZO LE] (a,b) Fie u H H

versorul lui ;'(t), adica 112 (t)=1. Putem deci scrie ;'(t)=g(t)u(t), cu

g(t) = H;'(t)H #0. Din ecuatia ;2 (t) =1 rezulta <; (t),u'(t)> =0, deci ;'(I) este
perpendicular pe u(¢). Conditia r'(¢)xr"(1)=0 este echivalenti cu
g’ (t)&(t)xa'(t) =0 care ne arati ci &'(t) este coliniar cu ﬁ(t) Asadar
&'(t) =0 0H (a,b). Cu alte cuvinte ;'(t) are directie fixa. Prin integrarea ecuatiei
vectoriale ;'(t) = g(t)u obtinem r +uJ' a’T Asadar vectorul de
pozitie ;(t) al unui punct oarecare pe C verifica ecuatia r= a +Au, cu g =17(t0)

si A= J' dT UR, care este ecuatia unei drepte. Rezultd ca C este fie un

segment deschis de dreapta fie dreapta in intregime. m
§6. Reperul Frenet asociat unei curbe in spatiu

Dupa cum am vazut mai sus, intr-un punct neinflexionar P al unei curbe in
spatiu avem doud plane perpendiculare: planul osculator si planul normal. Ele sunt
perpendiculare pentru cd planul osculator contine tangenta care este o dreapta
perpendiculard pe planul normal. Cele doua plane se intersecteaza dupa o dreapta
care, pentru cd este continutd in planul normal si pentru a o distinge de o alte drepte
din planul normal, se numeste traditional normala principala. Dreapta care trece
prin P si este perpendiculard pe tangenta si pe normala principald in P se numeste
binormala. Evident cd aceasta este continutd in planul normal prin P, plan care
contine toate dreptele perpendiculare pe tangenta in P. Tangenta si cu binormala in
P determind un plan numit plan rectificator care este evident perpendicular pe
planul normal si pe planul tangent in P.

Asadar putem vorbi de un triedru tridreptunghic cu varful in P numit
triedrul lui Frenet (vezi Fig.8).
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plan normal

plan rectificator

normala principala

7
/

// plan osculator

tangem/tﬁ

T
I

Fig. 8

Muchiile acestui triedru sunt: tangenta, normala principalad si binormala
iar fetele sale sunt: planul osculator, planul normal si planul rectificator.

Triedrul Frenet este intrinsec asociat curbei, adicd nu depinde de reperul
din spatiu si nici de parametrizarea de pe curba. Aceste aspecte le-am verificat
direct pentru tangentd si pentru planul osculator iar celelalte elemente ale triedrului
Frenet au fost definite geometric, fara nici o referire la reperul ales in spatiu sau la
parametrizarea curbei.

Sa presupunem curba C reprezentata vectorial — parametric prin

(6.1) r=r(t), r'()20, 0O (a,h) R.
Ecuatiile tangentei, planului normal si planului osculator in

P, (z‘o) =P (l7 (to)) au fost precizate anterior. Binormala, fiind perpendiculara pe

planul osculator, are directia datd de vectorul ;'(to)x;“(to). Deci ecuatia ei este

6.2) r=r(t)*A(F () <" (1)), A OR.

Normala principala, ca perpendiculard pe tangenta si binormald, are
directia datd de vectorul (;'(to)x;"(to)) X;'(to) si deci se poate reprezenta analitic
prin ecuatia

(6.3) r=r(n)+u((7(6) (@) o (1)), 1 OR.

Ecuatia planului rectificator se poate scrie usor. Avand in vedere ca el
trece prin F, si contine tangenta si binormala rezulta
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(6.4) (F=r(0) 7 (1) (1) <" (1)) =0

Consideram P (t) =P ( ) punct variabil pe curba C si introducem

* Versorul tangentei: ¢ =

‘m

(r lx 7 ") xr
* Versorul normalei principale: n=m——
7
7 lx 7 n
«  Versorul binormalei: b =
x|

Acesti versori sunt ortogonali doi cate doi.
Definitia 6.1. Reperul {P, (;,I_’;,B} se numeste reperul Frenet asociat
curbei C.

Observatia 6.1. Reperul Frenet este un reper mobil pe curba. El exista in
toate punctele neinflexionare ale curbei.

Observatia 6.2. Versorii t,n,b verificd evident egalitatile

(6.5) txn=b, nxb =t, bxt =n
(care se retin prin ciclicitate)
(6.6) (c.n.5)=1.

Egalitatea (6.6) ne spune ca reperul Frenet este pozitiv (drept) orientat.
Studiem comportarea versorilor #,n,b la o schimbare de parametru pe

curba C. Stim deja ca directiile si lungimile lor nu depind de parametrizare. Ramane
sa vedem ce se intamplda cu sensul lor la o schimbare de parametru

t=h(r), T O(c,d), Z—h:to pe (c.d). Fie ¢(r)=7(h(r)). Avem:

de dh dc d ¢ Pt

del =l 2]. jee e e
(6.7)

e I ks |

SJTT dr’ E dr dr|

e . - . . dh D
Aceste egalitati ne aratd ca daca Ir >0, adica schimbarea de parametru
T

pastreaza sensul de parcurs al arcului de curba sau orientarea curbei, versorii ¢,n si
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N . - .. dh .. C .
b 1si pastreaza sensul. In caz contrar, adica d_ <0, versorii tangentei si binormalei
T

isi schimba sensul iar cel al normalei principale ramane acelasi.

Schimbarea de sens a versorului tangentei este in acord cu interpretarea
acestui versor ca versor al vectorului viteza al unui mobil ce se deplaseaza pe curba
C. Fizica ne spune cd sensul vectorului viteza este acelasi cu sensul de deplasare a
mobilului pe curba C.

Observatia 6.3. Consideratiile tocmai incheiate ne arata ca reperul Frenet
ramane pozitiv (drept) orientat indiferent de parametrizare de pe curba.

Parametrizarile naturale se dovedesc din nou importante.
Teorema 6.1. Intr-o parametrizare naturald r=r (S) sU [O, L]

[]
= IE, versorii reperului Frenet sunt dati de formulele

(s)

%’

(6.8) n(s)= r(s)

r(s)

lui b este aceeasi ca In orice altd parametrizare. Ramane sa stabilim forma lui

n(s)

Demonstratie. Prima formula este imediata pentru ca =1. Expresia

2

Din r =1 rezultd » U= ¢t . Cum r b, rezultd ca r este coliniar cu n,

adica 722/\17, A OR. Urmeaza ca ﬁ:i?—.

2

. Semnul “ — ” se elimind pentru ca

r

SN (r = =0 - bt
bazele (t,n,b) si [1,r,r Xr[] sunt pozitiv orientate, deci »n si r au si acelasi sens.m
O O
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§7. Formulele lui Frenet pentru o curba in spatiu

—

Am subliniat mai sus ca reperul Frenet U= {P(s),(?(s),n(s),l;(s)}

este mobil pe curba C de ecuatie

(7.1) r=r(s), sO[0,L] cu r )= L.
Variatia acestui reper pe C este descrisa de variatia vectorilor sdi odatd cu

s, adica de wvectori ;(s),ﬁ(s),l;(s). Acesti vectori se pot determina prin
componentele lor relative fie la reperul initial, fie la insusi reperul Frenet [,
Ne vom ocupa de a doua exprimare pentru ca este mai utild si mai

interesantd, adica vom exprima vectorii z‘(s), n (s),b (s) in reperul U, . Exprimarea

in reperul initial se obtine prin simple derivari in formulele (6.8). De exemplu,

1(s)=x(s)i+y(s) ] +z(s)k, etec.

Formula a doua din (6.8) se poate rescrie in forma ;(S) =

F ()| (s).

Notam

(7.2) k(s)= i(s) s 0fo, 1]

si rezulta

(7.3) 1(s)=k(s)n(s),

formula care exprima t( ) in reperul U,

Din formula (7.2) rezulta k( ) >0 L] [0 L] .
Fie l; = p; +q;1 +rb, cu p,q,r functii de s. Omitem s pentru simplificarea
scrierii.
2

Proprietatea b =1 implica <l;,l;> =0 care, la randul ei, conduce la » =0.
Din proprietatea <l;,;> =0 rezulta <Z;,;> + <B,;> =0. Inlocuind aici expresiile lui t

si b obtinem p =0. Asadar avem b= q;a ,deunde ¢ = <l;,;1> Introducem functia
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(7.4) T(s)= —<Z,Z>, s0[o,Z].

Cu aceasta notatie expresia lui b devine

(7.5) l;(s) =-T (s)n(s)
Vom proceda asemandtor pentru a exprima n in reperul [l,.. Punem

n=at+ [371 +le) ,cu a,fB,y functii necunoscute, urmand a fi determinate.

Egalitatea <1;,1;> =0 ne da imediat 3 =0. Proprietatea <ﬁ,;> =0 conduce
prin derivare la ecuatia <;1,;> +<;1,;> =0, care, pe baza ecuatiei (7.3), ne aratd ca

a+k=0, deci a=—-k. Similar, din <;2,15>:0 obtinem <ﬁ,1§>+<7a,1§>=0, de

unde, folosind (7.5), obtinem y—7 =0, adicd y =T. Asadar avem

(7.6) ﬁ(s) =k (s);(s) +T(s)l;(s).
Strangem la un loc formulele (7.3), (7.5), (7.6), numite si formulele lui
Frenet pentru curba C, intr-o singurd formula:

1(5)= k()
(F) %(s) =k (s)e+7(s)b(s)
H(5)= -t()a(s). sofo.r]
Functia k:[0,L] - R, s - k(s) se numeste finctia curburd a curbei C.

Valoarea ei intr-un punct PUC se numeste curbura curbei C in punctul P.
Observam ca functia curbura este strict pozitiva.
Functia 7 :[O,L] >R, s > T(s) se numeste functia torsiune a curbei.

Valoarea ei intr-un punct PUC se numeste torsiunea curbei C in punctul P. Din
(7.4) rezulta ca aceasta valoare poate fi pozitiva, negativa sau zero. Intr-un punct

) I .1 . .. )
fixat P al curbei, numerele Z si —, T #0, se numesc raza de curbura si respectiv
T

razd de torsiune in P.
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%D
0 oo OO
no y;oO0o0 B0
Daca introducem matricile formale [#[] si — BlD DlD formulele (F) ale

lui Frenet se pot scrie compact

¥ I
400 20 & 0h
() Lao=%% o o,

Observam cd matricea patratica ce apare in (F’) este antisimetrica. Acest
fapt este o consecintd directd a faptului cd reperul Frenet este ortonormat.
(Exercitiu.!)

In incheierea acestui paragraf mentionim ci, daci introducem vectorul
d =Tt +kb, numit si vectorul lui Darboux, situat in planul rectificator, formulele lui
Frenet se pot scrie si in forma

—_— = —

(F) t=dxt, n=dxn, b=dxb.

§8. Interpretari geometrice ale functiei curbura si functiei torsiune

Am asociat unei curbe in spatiu doud functii remarcabile £ si 7. Ne
intereseaza semnificatii geometrice ale lor.

Prezenta versorilor t(s),n(s),b(s) sugereazd urmadtoarea constructie:

- e .. A .. . A 3 R
desenam versorii t(s) cu originea 1n O, originea reperului fixat in £~ ; extremitatile

lor vor descrie o curba pe sfera de raza 1 cu centrul in O, numita indicatoarea
sferica a tangentelor curbei C. Similar se obtine indicatoarea sferica a
binormalelor curbei C si respectiv indicatoarea sferica a normalelor principale ale
curbei C.

Indicatoarea sferica a tangentelor se poate reprezenta prin ecuatia

(8.1) r=t(s), s0[0,L]

(s este parametru natural pe C dar nu si pe indicatoarea sferica a tangentelor!).
Fie ds diferentiala functiei lungime de arc. Ne amintim ca

!

=J’ Hr'(T)H dT intr-o parametrizare oarecare si deci ds =z ( )dt —H Hdt
t
0
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Notam prin ds, diferentiala functiei lungime de arc a indicatoarei sferice a

r(s)

ds =k (s)ds , de unde

tangentelor. Obtinem ds, = %(s)ds =
s

(8.2) k(P)=—.
Exista si o altd modalitate de a exprima (8.2). Fie P (s) si O (s + As) doua

puncte “vecine” pe C. Atunci lungimea arcului f/’_é este / (@) =As >0, suficient

de mic. Fie punctele P’ si O’ pe indicatoarea sfericd a tangentelor corespunzatoare
punctelor P si Q. Ele au vectorii de pozitie t(s) respectiv ;(S + As*) Dupa formula

care da lungimea unui arc de curba, avem:
(PQ)=[ " li(o)do =[ (o)

dupa teorema de medie aplicata integralei in cauza, unde o, U] (S,5+ A S). Asadar,

do :J'”“‘k(a)da %(a,) by,

v IPo) |
rezulta k(ao) =——=" sipentru As — 0 obtinem
/(Po)
(8.3) k(s)= E%l(isﬂ.

Formula a treia a lui Frenet ne arata cd se vor obtine interpretdri similare
pentru torsiune, inlocuind indicatoarea sfericd a tangentelor cu indicatoarea sferica
a binormalelor.

Intr-adeviar, daca notim cu ds, diferentiala functiei lungime de arc a

indicatoarei binormalelor, obtinem

_ds,
(8.4) r(P)|= —
(PO
(8.5) 7 (s) = lim %,

unde P°, Q° sunt punctele de pe indicatoarea sfericd a binormalelor,
corespunzatoare punctelor P(s) si Q(s +As) de pe C.

Continuam sa consideram punctele “vecine” P(s) si Q(s +A§) pe curba

C. Notam prin Aw unghiul dintre vectorii ?(s) si ;(s + As) Are loc formula
Aw

(8.6) k(s) = lim

-0 As
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Pentru demonstratie, observam ca daca desenam vectorii ?(s) si ?(s + As)
cu originea in acelasi punct, obtinem un triunghi isoscel cu unghiul de la varf Aw si

latura  opusd de  lungime ‘; (S + As*) -t (s )‘ . Rezulta imediat ca

2sin%=‘;(s+A9) —?(s)‘ Impartim ambii membrii ai acestei relatii la As si

2
egalitate 1n care trecem la limitd pentru As — 0. Termenul din dreapta are limita
pentru ca am presupus curba C reprezentata prin functii diferentiabile de orice clasa

i(s)

trecem la module (de numere reale). Obtinem ‘

C* (aici este suficient si luim k>2) si limita sa este =k(s). Asadar si

termenul din stanga are limita pentru As - 0. Avem
. Aw . Aw
PP S Aw| . sinx
EI}% x| i}{ll() Ao s ‘ = i}{ll() ik pentru ca EE%T =1. Rezulta (8.6).
2 2

Fie acum A unghiul vectorilor l;(s) si l;(s + As) . In mod cu totul
similar se arata cd are loc urmatoarea interpretare geometrica a torsiunii:

(8.7) 7 ()| = lim e

As

§9. Formule de calcul pentru curbura si torsiune

Functiile curbura si torsiune au fost introduse prin formulele lui Frenet, in
parametrizare naturald. Aceastd parametrizare este foarte utild in rezolvarea unor
probleme teoretice dar se obtine greu sau chiar nu se poate explicita plecand de la o
parametrizare oarecare a curbei. Incit avem nevoie de exprimari ale curburii si
torsiunii In parametrizari oarecare. Aceste exprimari se vor numi formule de calcul.

Amintim cd am definit curbura prin

r(s)

2 2

on kG =Ll () ()45 ).

=]

2.2 .\ 2
Egalitatea [xr[] =r r —<17,77> ne arata ca avem si

g 0O
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9.2) k(s) = (s) %7 (s).

Fie pe curba C o parametrizare oarecare cu parametrul f. Amintim ca

ds |-, o . o o )

?zHr () H si cd pentru inversa aplicatiei ¢ — s(¢) notatd prin /:s -t =h(s)
t

avem — H H

Fie r= r(s) r(h(s)) cu z‘=h(s) si t—»;(t) ecuatia curbei C in

parametrizarea cu . Avem:

_dr _d; dh(S) - 1
)= )= GO = gy
A(h(s)) =7 (4 (s)) %‘% ()

(o)

7;’ h(S) X;i h(S) =(r h(s) X" h(s) — ! -
Asadar avem:

xr“(h Q)

o
(s))= ;
o)

Cut= h( ) obtinem formula de calcul a curburii

x,,u H

Formulele Iui Frenet sunt utile pentru a calcula produsul mixt
(s),;(s),;(s)g. Avem: a(s)= %,k;a,l.cﬁ+k;1%=(;,k;1, —*n +le;) =
O O [

o =00

a(s)=

kT (;,71,[;) = kT . Rezulta

D

mn]w

()7 (s) 7 (5)0
(9.4) r(s)= 0 © 2,
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Am folosit proprietatea ca produsul mixt a trei vectori este nul daca
vectorii sunt coplanari. Aceasta proprietate se va folosi repetat mai jos.

Formula (9.4) ne va permite sa stabilim o formuld de calcul pentru
torsiune. Procedam ca in cazul curburii i folosim aceleasi notatii. Derivand inca

odata in formula care da ;(h (s)) , obtinem
= - dhD - dh d*h - d’h
F(1(6)) = () B #3775 B (1)) 2
Inlocuind in (9.4) vectorii ;(h (S)) , ;(h (S)) , ;(h (S)) si k(h (s)) , dupa

o simplificare prin ﬁ%g sirevenind la t =/ (S) se obtine

(" ()., 7 ()
(71 ()% (o))

Aceasta este formula de calcul a torsiunii unei curbe in spatiu.

Observatii:

1. Interpretarea geometricd (8.6) a curburii ne aratd cd aceasta este
independenta de reperul din spatiu si de parametrizarea curbei pentru cd Aw si As
au aceasta proprietate. Similar, din (8.7) observam ca nici torsiunea nu depinde de
reperul din spatiu si nici de parametrizarea curbei. Se spune ca functiile £ si T sunt
invarianti ai curbei.

2. Amintim ca reperul Frenet este bine determinat numai in punctele
neinflexionare. Functia curburd apare 1n procesul de variatie a acestui reper.
Formulele (9.2) si respectiv (9.3) ne aratd cad putem defini curbura si in puncte
inflexionare, luand-o egala cu zero in acele puncte. Rezultad ca dreapta in spatiu este
curba de curbura nula si dupa Teorema 4.1, daca o curba in spatiu are curbura nula,
ea este un segment deschis de dreapta sau o dreapta.

3. Formula de calcul a torsiunii (9.5) ne aratd ca torsiunea (in puncte

(9.5) 1(t)=

neinflexionare) este pozitivd daca baza (; ',;",17"') este drept (pozitiv) orientata si

este negativa in caz contrar.
Torsiunea, definitd in punctele neinflexionare, se poate defini ca avand
valoarea zero in punctele inflexionare. Dar ea poate avea valoarea zero si in puncte

neinflexionare si anume in acele puncte in care vectorii r',r",r™ sunt liniar

dependenti. Daca se intamplda ca o curbda C sa fie intr-un plan, care printr-o
schimbare a reperului in spatiu se poate lua z =0, atunci C se reprezintd prin

ccuatiile  x=x(r).y =(r).2=0 si avem r'=(x\y.0), r"=(x"y"0),

F" =(x " y"',O) si formula (9.5) ne da 7T =0. Asadar orice curba plana este cu
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torsiune nuld. Mai sunt si alte curbe de torsiune nuld? Raspunsul este negativ pentru
ca are loc.
Teorema 9.1. Orice curba cu functia de torsiune nula este o curba plana.

Demonstratie. Daca 7 =0, formula a treia a lui Frenet ne da Z;(s) =0.

Asadar l;(s) = b (vector constant). Aceastd observatie 1n combinatie cu
= = _ .. d == _ .- =\ _

<bo,t(s)>—0, ne aratd ca E<b0,r(s)>—0, deci <r(s),b0>—cD]R. Asadar

vectorul ;(S), care este vectorul de pozitie al unui punct de pe curba, verifica

ecuatia <17,l;(; > —c =0, care este ecuatia unui plan de directia normala data de E(; .In

concluzie, curba cu T =0 este situatd Intr-un plan care este plan osculator pentru
toate punctele neinflexionare ale curbei. m

Dupa cum am vazut mai sus, unei curbe in spatiu putem sa-i asociem
functiile de curbura si torsiune, functia curbura fiind strict pozitiva. Aceste functii
sunt intrinsec asociate curbei in sensul ca ele nu depind de reperul ales in spatiu si
nici de parametrizarea de pe curba. Mai mult, functiile curbura si torsiune determina
curba 1n sensul teoremei care urmeaza.

Teorema (fundamentala a geometriei curbelor in spatiu).

Fie doua functii reale K,T :[O,L] >R, s 5K (S), s - T(s) cu
K (s) >0 L] [0, L], continue. Exista atunci o curbad in spatiu, data prin ecuatia
;:;(S), s D[O, L] , cu s parametru natural, pentru care K este functia curbura si
T este functia torsiune. Mai mult, daca C, si C, sunt doud asemenea curbe exista
o deplasare unica D in spatiul E* incdt C, =D (CO).

Pentru demonstratie se poate consulta [1, p.65].



CAPITOLUL 3
SUPRAFETE

Rezumat. Se deﬁneste notiunea de suprafatd si se dau reprezentdrile analitice:
;Zr(u v) r ¢O (u,v)DD] R? (parametricd), z Zf(x,y),(x,y)DA] R?
(explicitd), F(x,y,z)=0,F} +F; +F. >0, (x,»,z)00/0 R’ (implicita). Se
defineste planul tangent 1ntr -un punct P al unei suprafete S ca planul prin P care contine

vectorii necoliniari r si r . Forma I-a fundamentald se defineste ca restrictia produsului

scalar la spatiul tangent in P la S. Se descriu proprietétile ei si aplicatiile ei la calcularea
lungimii curbelor pe S, a unghiului a doud curbe pe S si a ariei unei portiuni date din S.

o~ XD
Vectorii 7, =h,,7, =h, si N = ‘ formeaza un reper (Gauss) mobil pe S. Variatia
x|
acestui reper este datd de formulele lui Gauss: ; r h +b, N si formulele lui

, ON _ < ,j— : _—
Weingarten: F:— 4/ hi’ cu ij = 1,2. Aceste formule introduc coeficientii
u Z_ ‘
J=

(bﬁ =bﬁ) ai celei de a Il-a forme fundamentale si operatorul Weingarten de matrice
(A;) in baza (E,E) Se introduc curburile principale ca solutii ale ecuatiei
2,2 2 _ .
(gngzz _glz)k _(gnbzz —2g,b, +g21b11)k +by by, =bi; =0 si se defineste
= . by by, _b122 . :
curbura totald a unei suprafete: K =kk, =————5- i curbura medie
811822 ~ 8

1
=E(kl +k2). Se deduc ecuatiile Iui Gauss si apoi ecuatiile Peterson — Mainardi —

Codazzi. Se anunta teorema fundamentald a suprafetelor prin care se arata ca formele I-a
si a [I-a fundamentale determina suprafata S.

§1. Definitia suprafetei in spatiul euclidian £°.

Fie spatiul euclidian E’ dotat un reper ortonormat, pozitiv orientat

= {o.(ijk

Definitia 1.1. O submulfime S din E’ se numeste suprafati elementard

daca S:h(U), UOR? multime deschisd si aplicatia h:U - E’

este o

scufundare diferentiabila de clasa C* (szl) a lui Uin E’. Perechea (U ,h) se

numegte parametrizare a suprafetei elementare S.
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Vom nota prin r:U - R® sau prin hU - R functia vectoriald definita
de aplicatia h, adica daca pentru (u,v) U punem h (u,v) = P(u,v) (1S, atunci
;(u,v) = O—P(u,v) =x(u,v);+y(u,v)}' +z(u,v)l€ R
cu functiile coordonate x, y, z diferentiabile de clasa C* (s > 1). Amintim ca / este

scufundare pe U daca este imersie pe U si homeomorfism pe imagine. Conditia de
imersie pe U este ca

Lk, x, 0
(1.1) rang%yu va:2pe U.
. =0
Amintim cd prin x ,x,,x,,X, ,X,, ... notdm derivatele partiale ale functiilor

in raport cu variabilele indicate de indicii de jos.
Conditia (1.1) este echivalenta cu

(1.2) rxr. 20 pe U.
Fie U OR? multime deschisa si aplicatia bijectiva ¢ U - U data de
ecuatiile
w=u(in?),
(1.3)

% =v(&,\~/), (Ijl,\:)Dij,

un difeomorfism de clasa C* (s > 1). Conditia ca ¢ sa fie difeomorfism implica

du ou
ou v ~

14 £0peU .

(1.4) o o pe
du v

Reciproc, daca aplicatia bijectiva ¢ :U - U este de clasi C* (s 21) si
verifica (1.4) atunci ea este difeomorfism de clasa C* (s > 1).

Propozitia 1.1. Fie S suprafata elementara cu parametrizarea (U ,h) si
un difeomorfism @ :U - U de clasa C* (s > 1). Atunci perechea ((7,72 =h o¢) este
0 noud parametrizare a suprafetei elementare S.

Demonstratie. Observdm mai intdi cd pentru h:U - E* avem
h(T)=h (¢ (17)) =h(U) =S Aplicatia & este diferentiabila de clasa C" pentru ca

este compusa a doud aplicatii diferentiabile de clasa C°. Ea este si homeomorfism
pe imagine pentru ca este compusa a doud homeomorfisme pe imagine. Ramane sa
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ardtdm ca & este imersie pe U . Notdm prin 4 aplicatia vectoriald asociatd ei.

Avem

s ()= (i) @),

Regula de derivare compusd se extinde, pe componente, la functii
vectoriale Incat derivand 1n (1.5) obtinem

—0u  —O0v
%}zna_“’-krv?’
0 u u

—0u —0v
- =l’;4—~+l"v—~.
g;: ov ov

Avand in vedere proprietatile produsului vectorial rezulta

(1.6)

 ou
(1.7) Fxﬁ:(7x7)gu gv‘
\% A%
ou v

Asadar Ex}TV £0 pe U.n
Aplicatia ¢ se numeste schimbare de parametrizare sau de parametri pe S.

Definitia 1.2. O submultime S in E’ se numeste suprafatid dacd orice
punct al ei apartine cel putin unei suprafete elementare continuta in S .

§2. Reprezentari analitice ale suprafetelor

Fie DOR’ o multime deschisd si /:D - R, (x,y) - z=f(x,»), o

functie reala de doua variabile reale. Multimea G, :{(x, v, f (x, y))‘(x, y) DD} se
numeste graficul (graful) lui f.

Teorema 2.1. Fie f:D — R functie diferentiabila de clasa C’ (s 21).
Graficul ei G, este suprafata elementard in E’.

Demonstratie. Fie aplicatia 4:D — E’ care asociazi unui punct
(x, y)DD, punctul POE’ de coordonate (x, v, f (x, y)) Este evident ca

h(D)=Gf. Aplicatia vectoriala 4:D — R’ asociazi lui (x, y) vectorul de

componente (x, vf (x, y)) Aceasta aplicatie este diferentiabila de clasa C* (s > 1).
Ea este imersie pe D pentru ca matricea Jacobiana
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0
1

OO

0l
J=
7. £

are evident rangul 2 pe D. Mai mult, aplicatia h este homeomorfism pe imagine,
inversa ei fiind aplicatia care asociaza punctului P(x, v, f (x, y)) , perechea
(x, y)DD, aplicatie care este evident continud. Am aratat astfel ca (D,h) este o
parametrizare pentru G, deci G, este suprafatd elementard. m

Observatia 2.1. Similar se arata ca multimile de puncte
{P(x,(p (x,z),z} si {P(L,U (y,z),y,z} , unde ¢ si Y sunt functii asemdandtoare cu

[, sunt suprafete elementare in E’.
Teorema 2.1 ne permite sd spunem ca ecuatia

(2.1) z=f (x,y), (x,y) 000 R?, D multime deschisa,
reprezintd analitic o suprafata (elementara).

Similar, ecuatiile

2.1°) y=¢(x.z), (x,z)0DO R?,

(2.17) xX=y (y,z), (y,z) OD'T R?,D’si D’ multimi deschise,
reprezinti analitic suprafate (elementare) in E°.

In aceste reprezentari functiile f,@,i sunt desigur diferentiabile de clasa
C’ (s > 1). Pentru ca in continuare vom lucra numai cu functii diferentiabile de o

clasd suficient de inaltd pentru a ne asigura de existenta derivatelor necesare in
calcul, vom omite a preciza de fiecare data acest lucru.

Reprezentarile analitice (2.1), (2.1°) si (2.1°°) se numesc reprezentari
explicite ale unei suprafete (elementare).

Teorema 2.2. Multimea S :{P(;)‘; :;(u,v), (u,v)OUO R*,U
multime deschisd, cu functia vectoriala r diferentiabila de clasa C° (s > 1) pe U si
EXFV £0 pe U} este suprafatd in E’ .

Demonstratie. Vom ardta ca orice punct din S apartine cel putin unei

suprafete elementare inclusa In S. Fie PO(% (uo,vo))DS. Deci r, xr, 20,

(uo,vo)
ceea ce inseamna ca cel putin una dintre cele trei componente ale vectorului 7, X7,
xll xV

yu yv

z0.

(“o ,vo)

este diferita de zero in punctul (uo,vo). Sa presupunem ca
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Continuitatea functiilor in discutie ne asigurd cd exista un deschis U, care contine

. : . X, X,
punctul (uo,vo) si este inclus in U pe care Z0.
yll yV
Teorema de inversare locald ne arata ca sistemul de ecuatii
He=x (u, v)
N

By =y(u,v), (u,v)DUO

se poate rezolva in raport cu u si v si se obtin solutii diferentiabile de clasa C° de
forma

de=ulx)
@ =v(xy), (x»)0D,
unde D este o multime deschisi in R*, ce contine punctul de coordonate
(xo :x(uo,vo), Vo = y(uo,vo)). Inlocuim aceste solutii in ecuatia z= z(u,v) 51
obtinem
z= z(u (x,y),v(x,y)) =f(x,y), (x,y) abD.
Functia f:D — R este diferentiabila de clasa C° fiind o compunere de

functii diferentiabile de clasa C*.
Consideram graficul G, al functiei f. Dupd Teorema 2.1, G, este

suprafatd ~ elementara. Punctul K UG, pentru cd are coordonatele
(x (uo,vo), y(uo,vo),z(uo,vo )) care, cu notatiile de mai sus, avand in vedere si ca
u (xo,yo) =u,, v(xo,yo) =v,, devin (xo,yo,f (xo,yo)). in plus, G, este continuta in
S pentru ca pentru orice (u,v) tU,, coordonatele (x (u,v),y(u,v),z(u,v)) se pot

exprima in forma (x, v f (x, y))

A X . . . ..
In cazul in care "I=0pe U, cel putin unul dintre determinantii
yll yV
Yo Wy w2y o n . .. 9
, este diferit de zero in (uo,vO ) Un rationament similar ne va ardta
z z| |x, x
u v u v

cd punctul £, apartine sau unei suprafete elementare {P(x,tp(x,z),z} sau unei

suprafete elementare de forma {P(L,U ( y,z), y,z} cu ¢ si ¢ functii diferentiabile

pe deschisi din R”, suprafete elementare continute in S. m
Teorema 2.2 ne arata ca

(2.2) ;:;(u,v), EXZ £0 D(u,v)] o R?,
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U multime deschisd, ne di o reprezentare analiticd a unei suprafete in E°. Aceasti
reprezentare se numeste reprezentare vectorial — parametrica a unei suprafete in

E’. Numerele u, v se numesc parametri pe suprafati. O pereche (u,v) determina

unic un punct P de pe suprafatd. Vom scrie P (u,v).
Reprezentarea (2.2) are forma scalara

O =x (u,v), : 2 s

[l X, X Vv, oy z oz
(22-)) D)/ = y(u,V), u v + u v + u v >0

|:| yu yv Zu Zv xu xv

7 =z(u,v),

pe multimea deschisa U O R*.
Reprezentarea datd de ecuatiile (2.2°) se numeste reprezentare
parametrica a suprafetei.

Teorema 2.3. Multimea S :{P(x,y,z)‘F (x,y,2)=0, cu F:V - R
functie diferentiabild de clasa C° pe un deschis V OR’ si F’ +Fy2 +F? >0 pe
V} , dacd este nevidd, este o suprafati in E’ .

Demonstratie. Fie F, (xo,yo,zo)DS , deci F (xo,yo,zo) =0. Sa
presupunem ca F, ‘ 5 #0.Rezultd ca F, #0 pe o multime deschisa V;, ce contine F,
s1 este inclusa in V. Dupd o eventuald micsorare, multimea V, se poate scrie in
forma ¥, =U xI , unde U este o multime deschisd in R* centrati in (xo, yo) si/un
interval deschis centrat in z,. Teorema functiilor implicite ne asigurd ca in aceste
conditii ecuatia F' (x, y,z) =0 se poate rezolva in raport cu z, adica existd o functie
diferentiabila de clasa C*, f:U - I, incat

I’ f(xo,yo):zo 2° F(x,y,f(x,y)):OpeU.

Consideram graficul G, al functiei f. Dupd Teorema 1.2, G, este

suprafatd elementara. Conditia 1" ne asigura ca £, G, iar conditia 2° ne aratd ca

G,0S. Dacd F,=0 pe V atunci fie Fx‘%iO, fie Fy‘%iO. Un rationament
analog ne arata ca P, apartine fie unei suprafete elementare {P(x,d) (x,z),z} fie
unei suprafete elementare {P(l,U ( y,z), y,z} , cu functiile ¢ si ¢ diferentiabile pe

deschisi din R?, ambele incluse in S. m
Dupa Teorema 2.3, conditiile
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(2.3) F(x,y,2)=0, F> +F} +F? >0 pe V multime deschisd in

R*, reprezinti analitic o suprafati. Aceastd reprezentare se numeste reprezentare
implicita.

Putem spune, in concluzie, ci o suprafatdi in E’ se poate reprezenta
analitic 1n trei moduri: explicit, parametric si implicit.

Aceste trei reprezentdri analitice sunt local echivalente in sensul ca orice
punct P al unei suprafete apartine unei suprafete elementare care se poate reprezenta
in toate cele trei moduri posibile.

Intr-adevir, daca P este pe o suprafatd elementara dati explicit in forma

z=f (x, y), cu notatia F (x, y,z) =z—f (x, y) aceastd suprafatd o putem gandi
- . . ea _ - ) 2 2 _ 2 2

datd implicit in forma F(x,y,z) =0, pentru ca F; +F, +F =1+f" +f #0. Pe

de altd parte aceeasi suprafatd elementard se poate gandi ca datd parametric 1n

[k =u,

forma Ey =v, pentru ca suma de determinati la patrat din (2.2’) este aici
O _
7=/ (),

1+ 2+ 17 >0.

Daca P este pe o suprafata data implicit, Teorema 2.3 ne aratd cum sa
ajungem la forma explicitd. in cazul in care P este pe o suprafatd datd parametric,
Teorema 2.2 ne indica modul de explicitare.

In practica se folosesc toate cele trei reprezentiri analitice. in probleme
teoretice reprezentarea parametrica se dovedeste mai utila. Aceasta va fi folosita cu
precadere in cele ce urmeaza pentru a prezenta geometria diferentiald euclidiana a
suprafetelor.

Prin geometria diferentiald euclidiand a suprafetelor 1intelegem
proprietdtile suprafetelor si marimile, constructiile asociate suprafetelor, care sunt
invariante la izometriile spatiului euclidian E’ si la schimbirile de parametrii pe
suprafatd. Vom spune despre o proprietate a suprafetei sau o marime asociata ei ca
are caracter geometric sau, simplu, ca este geometrica daca nu depinde, nu este
modificati, de izometriile lui E° si de nici o reparametrizare a suprafetei. In
continuare vom prezenta, studia, folosi si aplica numai proprietiti geometrice ale
suprafetelor chiar daca acest lucru nu va fi mentionat intotdeauna in mod explicit.
Cititorul este invitat sd verifice caracterul geometric al proprietatilor §i marimilor
intalnite.

Fie E’ dotat cu un reper ortonormat [= {0, (;,;‘,7(} pozitiv orientat si

un punct P(x,y,z), x,y,z fiind coordonate in reperul R.
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O izometrie a lui E’ cu pastrarea orientirii transforma P(x, y,z) intr-un

punct P'(x ', y',z') si reperul R intr-un reper ortonormat la fel orientat
R':{O',(?',}",l;'}. Cum (x', y',z') sunt coordonatele lui P' in reperul R',

formulele care dau analitic izometria sunt identice cu formulele de trecere de la
reperul R la reperul R'. Incat putem substitui izometria care muta punctul P in
punctul P' cu o schimbare de repere ortonormate care lasa P nemiscat dar schimba

coordonatele sale (x, y,z) in (x', y',z'). Rezultd ca pentru a ne asigura cd o

proprietate a suprafetei exprimata cu ajutorul unui reper ortonormat este invarianta
la izometrii, este suficient sd verificdm ca este invarianta la schimbarea reperului
ortonormat folosit in exprimarea ei.

Fie, de exemplu, o suprafatd reprezentatd analitic in reperul R prin

17=77(u,v), (u,v)OU, r xr. 20 pe U unde functia vectoriald r este diferentiabila
de clasa C° (s > 1). Aceastd proprietate de diferentiabilitate este invariantd la
izometriile spatiului, pentru ca este invarianta la schimbarea reperului R 1n reperul
R'. Intr-adevir, in R' punctul P(; (u,v)) are vectorul de pozitie E(u,v) dat de
formula E(u,v) =W)+77(u,v), cu 00" independent de (u,v). Este evident ca
functia vectoriald p se poate deriva pani la ordinul s si in plus derivatele ei coincid
cu cele ale functiei vectoriale . Ca o consecintd avem ci p, X p, =r, Xr, 20 si
deci si proprietatea axZ #0 este invariantd la (pastrata de) izometriile spatiului

E®. Proprietitile mentionate sunt invariante si la schimbiri de parametrii pe
suprafatd. Pentru a se convinge, cititorul este invitat sd revadd demonstratia
Propozitiei 1.1.

§3. Curbe pe o suprafata

In continuare vom studia numai proprietiti punctuale si locale ale
suprafetelor si ca atare ne vom limita la a considera numai suprafete elementare
numite simplu suprafete si notate de obicei cu S . Amintim ca cele trei reprezentari
analitice pentru S sunt echivalente si vor fi folosite alternativ, dupa nevoile de
rationament sau de calcul.

Fie suprafata S=h(U) cu U multime deschisid in R* si 4:U - E’
scufundare diferentiabila de clasa C* (s > 1).

Definitia 3.1. Se numeste curba pe S imaginea prin h a unui arc
elementar ¢ din U .
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Fie ¢ = y(] ) unde / este un interval deschis In R si y o scufundare a lui

I in R? identificat cu E* prin alegerea unui reper ortonormat. Rezultd ci
C= h(y(l)) este o curba pe S. (Fig. 21)

Po(“oo"o)

R2
Fig. 21

Arcul elementar ¢ se poate reprezenta analitic in formele echivalente:

B =u (1)

(3.1) 0
:v(t), u+v? >0pel,
(3.2) v :f(u) sau u :g(v),f,g functii reale de o variabila
reala,
(3.3) F(u,v) =0, Fu2 +Fv2 >0, (u,v) Opd R?, D multime deschisa.

Cunoasterea unei asemenea reprezentdri este suficientd pentru a descrie
curba pe suprafata pentru ca nu avem decét de efectuat o compunere cu aplicatia /.
Din acest motiv vom spune ca (3.1) — (3.3) sunt reprezentdri analitice ale curbei C

pe suprafata S'.
Reprezentarea analitica (3.1) duce la reprezentarea curbei C in forma

o= <(u() (1),
3.1 By=y(u(f)=V(f))=
:z(u(t),V(t)), t01, sau
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(3.17) r=r(u(t).v(r)), tO1.
Formula de derivare a functiilor compuse ne da

(3.4) i—f(t)=7(u(t)v(t))u(t)+7(u (£).v(2))v'(¢), ¢ OF .

< 9 L . dr re < -
Aceasta formula ne aratd ca 7(t)¢ 0 pe I pentru ca in caz contrar,
t

avand in vedere ca derivatele u#' si v' nu sunt simultan nule, ar rezulta cd r, si 7,

sunt vectori coliniari, adicd 7, X7, =0 cel putin intr-un punct din U , fals.
In cazul in care arcul ¢ are reprezentarea (3.2), curba C are ecuatiile

(3.2%) r :;(u,f(u)), u [1J interval deschisin R .
Formula

dr _— —
(3.5 —=r+rf',

dr -
ne aratd cd — # 0 peJ .
du

Pentru a obtine o reprezentare a curbei C plecand de la reprezentarea (3.3),
trebuie mai intai sa facem o explicitare in forma (3.2).

Fie P, (uo,vo)DS. Din injectivitatea aplicatiei /# rezultd ca perechea
(uo,vo) este unic determinata incat £y = h (uo,vo) .

Fiein U deschis in R* segmentul de dreapti de ecuatie

(3.6) V=,
care se poate reprezenta parametric prin
[k =u
(3.67) O

[V =V,, uJ interval deschis in R.

Imaginea prin / a acestui segment de dreapta este o curba pe S care trece
prin P, si care este de fapt multimea punctelor P (u,vo) cu uUJ . Ea se poate
reprezenta si in forma

(3.6) r=r(uv,), ulJ.

Aceastd curbd se numeste linia parametricd v =v,. Similar definim curba
numita linia parametricd u =u, ca imaginea segmentului de dreapta (deschis) din

U de ecuatii
(3.7 u=u,,

Dt —
(3.7) O . o
[y =v, vUI interval deschis in R
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(3.7 17=77(u0,v), vUOl[I.

Punctul £, este la intersectia liniilor (curbelor) parametrice u =u, si
v =v,, motiv pentru care se spune cd u, si v, sunt coordonate curbilinii ale
punctului £,.

A se compara cu situatia unui punct M dintr-un plan raportat la un reper
cartezian Oxy. Punctul M (xo, yo) se gaseste la intersectia dreptelor x =x, si
Y=y, slsespune cd (xo, yo) sunt coordonate rectangulare.

Vectorul tangent la curba v=v, In punctul F = (uo,vo) este
dr _— , _— . o .
el (u4y,v,) iar vectorul tangent la curba u=u, in acelasi punct este
r, (uo,vo). Amintim ci acesti vectori sunt necoliniari pentru ca r, xr, #0 pe U .

Dacd vom considera imaginile prin /4 ale tuturor segmentelor din U de
ecuatie v =v,, obtinem pe S o familie de curbe numitd familia curbelor sau liniilor
parametrice v = constant. Similar imaginile prin h ale segmentelor din U de ecuatie
u=u, constituie o familie de curbe pe S, numitd familia curbelor sau liniilor
parametrice u =constant. Prin fiecare punct P, al suprafetei trece cate o linie din
fiecare familie de linii parametrice, care nu au alte puncte comune in afara lui F,
pentru cd & este aplicatie injectiva si vectorii lor tangenti In F, sunt necoliniari. Se

spune cd cele doua familii de linii parametrice formeaza o retea pe suprafatd, numita
reteaua liniilor parametrice (Fig. 22)

Fig. 22. Reteaua liniilor parametrice pe S
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Observatie. Reteaua liniilor parametrice se construieste plecand de la o
parametrizare, deci depinde de parametrizare. Reciproc, datd o retea de curbe pe
suprafatd, adicd doua familii de curbe pe suprafatd, cu proprietatea ca prin fiecare
punct al suprafetei trece cate o curbd din fiecare familie, curbe care nu au alte
puncte comune §i au vectorii tangenti in punctul de intersectie necoliniari, se obtine
0 parametrizare a ei.

§4. Spatiul tangent intr-un punct al unei suprafete

In Capitolul 0 am numit spatiul vectorial 7> spatiu tangent la E* in O
pentru motivul ca aplicatia ¢, : E* — V'* care asociaza lui 40E* vectorul OA0V*
este bijectie. Am stabilit si ci pentru orice punct POE’ aplicatia similard
¢, E -V, ¢,(4)=P4, AOE’, este bijectie, adica V> este spatiu tangent in

toate punctele lui E°.
Notiunea de spatiu tangent este o notiune punctuald. Pentru a sublinia

acest lucru vom considera multimea T,E’ ={(P,\7),\7 DV3} sl 0 vom organiza ca

spatiu liniar cu operatiile

@.1) (P.v)+(P.w)=(P.v+w). a(P.v) =(P.av), DO RO VG0 17

Aplicatia data de (P,;) ~ v este evident un izomorfism liniar a lui T LE?
cu V.

Definitia 4.1. Numim T,E’ spatiu liniar tangent la E® in POE’.

Vom da o interpretare geometrica lui 7,E° care va justifica denumirea de
spatiu tangent. Fie in E° un reper ortonormat R ={(0, (;, },7{} pozitiv orientat in

raport cu care PE’ are vectorul de pozitie a Fie dreapta prin P de directia

vectorului vIV*. Ecuatia ei este 7 =7, +¢v, t JR si observam ci aceastd dreaptd
(curba particulard) are proprietatile
1) La valoarea ¢ =0 trece prin P,

i1) Vectorul tangent ei in P este %(O) =v

De fapt existd o multime de curbe in E’ cu proprietitile i) si ii). Ele au

comun P si v. Le vom pune intr-un acelasi “cos” pe care-1 vom eticheta cu (P,v) .

Avem astfel o semnificatie geometricd a elementului (P,;) din T,E: el reprezintd
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o multime de curbe care trec prin P si au In P ca vector tangent pe v. Prin
reparametrizare se poate aranja ca fiecare curbd din multime sa treaca prin P la
valoarea zero a parametrului de pe curba. Cititorul este invitat sa regandeasca

aceastd interpretare a lui 7,E’ in termeni de relatie de echivalentd. “Cosul” de care
vorbeam este o clasa de echivalentd. Evident cd pentru a da clasa de echivalenta
este suficient si dam un reprezentat al ei. In cazul acesta cel mai simplu este si dim
dreapta prin P de vector director v.

Consideratiile de mai sus ne sugereaza o metoda de a defini o notiune de

spatiu tangent intr-un punct al unei multimi diferiti de E’. Ar trebui ca acea
multime sa contind curbe care sd admitd tangente. Vom folosi aceasta metoda la
suprafete.

Fie o suprafatd S=h(U) cu U multime deschisd in R* §i h:U - E’
scufundare. Fie P[]S definit de h(uo,vo), adica (uo,vo) sunt coordonatele sale

curbilinii. Vom nota, ca de obicei, prin r functia vectoriald asociata lui h.

Fie o curba y:(—s, 8) SR, >0, cu  y(0)=(u,v,). Atunci
hoy: (—8, 8) - S este o curbd pe § care trece prin P la valoarea zero a
parametrului.

Definitia 4.2. Se numeste vector tangent la S in punctul PUS , un vector
din T,E’ care este tangent la o curbd prin P, situatd pe S.

Vom nota prin 7,S multimea vectorilor tangenti la S in punctul PUS .

Observatie. Fiind dat un vector X din 7 tangent la suprafata S in punctul
el P, exista o infinitate de curbe prin P, situate pe S, care sa aiba ca vector tangent in
P, vectorul X. Ele vor fi gandite intr-o clasa de echivalentd definitd de urmatoarea
relatie de echivalenta: doua curbe pe S care trec prin P sunt echivalente daca au
acelasi vector tangent in P (Fig. 23).

Fig. 23
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Continuam cu folosirea notatiilor deja introduse. Ecuatia curbei imagine
pe S acurbei y este

4.2) = ;(u (z‘),v(t)), u'" (t) +y" (t) >0, Dﬂ—( 8,8) .
Aceasta curba trece prin P la valoarea 1 =0.
Vectorul tangent ei in P este

@3 (0) = (uon ) (0) 47, (o, )v'(0).

Vectorul ar (0) este tangent suprafetei S in P.
4

Linia parametricd v=v, trece prin P iar vectorul tangent ei in P este

r, (uo,vo). Deci a(uo,vo) este tangent suprafetei S In P. Similar constatdm ca

r, (uy,v,) este tangent suprafetei S in P. Asadar vectorii necoliniari (deci liniar
independenti) a(uo,vo) s ;V(uo,vo) din 7* sunt in 7,S . Mai mult, formula (4.3)
ne aratd cd orice vector din 7,S este o combinatie liniard de vectorii liniar
independenti ITH(uO,vo) sl Z(uo,vo). Rezulta ca are loc

Propozitia 4.1. Multimea T,S este un subspatiu liniar de dimensiune 2 a
spatiului liniar T,E°.
Pe baza acestei propozitiei vom numi 7,S spatiu liniar tangent la S in

punctul POIS .

Notiunea de spatiu tangent, notiune punctuald, este o notiune geometrica,
intrinsec asociata suprafetei S. Vom demonstra

Propozitia 4.2. Spatiul liniar tangent T,S nu depinde de reperul ales in

E’® si nici de parametrizarea suprafetei S.
Demonstratie. Am vazut mai sus ca vectorii 7, si 7, nu depind de reperul

R din E°, deci nici 7,5 nu depinde de R. La o schimbare de parametrii (1.3),

(1.4), au loc formulele (1.6) care ne arata ca vectorii 4, h. genereazd subspatiul

liniar 7,5 . m
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§5. Planul tangent intr-un punct al suprafetei. Normala la suprafata

Continuam s consideram o suprafatd S cu reprezentarea parametrica

(5.1) r :;(u,v), a XZ £0 pe multimea deschisa U O R?,
s1 un punct P(uo,vo) pe S.

Definitia 5.1. Subspatiul afin din E® determinat de P si spatiul liniar T,S
se numeste plan tangent la S in P.

Am vazutcd 7,S este generat de vectorii a (uo,vo) s zTV (uo,vo) .

Deci planul tangent la S in p este planul care trece prin P si contine acesti
vectori. Ecuatia sa este evident

(5.2) (;—;(uo,vo),lz(uo,vo),g(uo,vo))=0
sau cu ajutorul coordonatelor de vectori:
x—x(uo,vo) y—y(uo,vo) z—z(uo,vo)
(5.2%) x, (uo,vo) », (uo,vo) z, (uo,vo) =0.
X, (uo’vo) Y, (”oavo) z, (”o’vo)

Putem da planul tangent la S in P si prin ecuatia

(527) r =7 (uy,v0) + A7, (g, vy ) +127, (g, ) Aot OR .
Fie suprafata S reprezentata explicit in forma
(5.3) z=f(x,»), (x,»)OD multime deschisa in R*.

Pentru a gési ecuatia planului tangent la S in P(xo, Yoo f (%05 4 )), trecem

la reprezentarea parametrica
X=u,y=v,z =f(u,v), (u,v) 0D
si aplicam (5.2). Obtinem

(54 p(x=x)+q(y-»,)-(z-z) =0, p

In cazul in care suprafata S este reprezentatd implicit prin
(5.5) F(x,y,2)=0, F2 +F} +F? >0, (x,y,z) OV

multime deschisi in R’, pentru a obtine ecuatia planului tangent la S in

) )
=—j;(xo,yo),q %(xo,yo)-

P(xy,¥9,2,)08 se face o explicitare, de exemplu in forma z=f(x,y) daca

F (xo,yo,zo) Z0 cu z, :f(xo,yo) s F(x,y,f(x,y)) =0 pe o submultime
deschisa ce contine punctul (xo, Vs Zo ) Prin derivarea acestei identitdti in raport cu
X s1y se obtin identitétile

FX+FZ‘150,F Y =
0x g oy
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din care deducem

__Ec(xo’yo’zo) __Fy(x0>y0>ZO)
P g =
Fz(xoayoazo) Fz(xo’yo’zo)
Prin inlocuire in (5.4) obtinem ecuatia planului tangent la S, datd prin

(5.5), in P(xy,¥y,2,)0S in forma
(5.6) (x_xO)Ec(xO’yOaZO)+(y _yo)Fy (x()ayOaZo) +(Z _ZO)FZ (x()ayo:Zo) =0.

Ecuatia (5.6) se scrie compact in forma
(5.6%) <;—17(u0,v0), grad F >:O,
unde indicele 0 aratd cd vectorul grad F se calculeaza in punctul (xO - )

Definitia 5.1. Dreapta perpendiculara pe planul tangent la S in punctul
POS care trece prin P se numeste normala la suprafata in punctul P .

Vectorul care da directia normalei in P(u,,v,) este vectorul r, xr,

calculat In (uo,vo). Ecuatia normalei la § in punctul P este

(5.7) 17=77(u0,v0)+A7H(u0,v0)><€(uo,v0), A OR.
— rXr : .
Versorul N (uo,vo):Hi —| se numeste versorul normalei la S 1in
’/‘ll xr\)
P

punctul P. Vectorii (a(uo,vo),?v(uo,vo),N (uo,vo)) sunt liniari independenti,
adicd formeazi o bazi in T,E’. Ansamblul {P, (Z(uo,vo),;v(uo,vo),ﬁ(uo,vo)}

este un reper in E’ cu originea in PS, numit reperul lui Gauss. Reperul lui
Gauss se modificd atunci cand punctul P variaza pe S. Cu alte cuvinte, el este un
reper mobil pe S.

§6. Forma I-a fundamentala a unei suprafete

Fie din nou suprafata S reprezentatd parametric prin (5.1). Incepand cu
acest paragraf, vom renota parametrii pe S astfel: u=u', v=u’ si vom pune

r=r =k = =k
Cu PLS, vom nota prin X,,Y,... vectori din 7,S . Rezulta ca vectorul
X, OT,S este de forma

— —_— 2 L —
(6.1) X, =X'h +X°h, =Zthi, X', X*OR,
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pentru cd vectorii }71 s }Tz formeaza o baza in 7,S .

Vectorii tangenti la § In POS au caracter geometric pentru ca au fost
definiti ca vectori tangenti la curbe pe S care trec prin P. Amintim ci factorii X'
si X* din (6.1) sunt in fond

(6.2) X'=—(0), x> =—(0),

unde
(6.3) i 00 +0—1 >0, 00 &.¢),

reprezintd o curbd pe S care trece prin P la r=0.
Schimbarea reperului ortonormat din £’ nu modifica nici X', X* si nici

vectorii 7,7, .

Schimbarea parametrilor pe suprafati modificd atat numerele X' X* cat
si vectorii E, E dar, dupa cum vom verifica imediat, X, rdméne acelasi.

Fie schimbarea de parametrii

(. 1(~1,~2)
éxl u\u.,u

Eitz =u’ (;ll,;tz), (;ll,;tz) U multime deschisa in R>

(6.4)

cu conditia

ou'  ou'
F a~_12
6.4’ o OU Nx0pel.
R Y T
du o

. R ~1 ~2 .
Sistemul (6.4) in necunoscutele u ,u se poate rezolva in forma

(6.5) ép :bfz(u )
54 =u (ul,uz), (ul,uz)DU

5 o L~ =2 .
In parametrizatia datd de u# si u , curba (6.3) are ecuatiile

He =u (' (1) (1))

54 =u (u1 (t),u2 (t)), th E,E).

Prin derivare in raport cu ¢ a functiilor din (6.6), obtinem

(6.6)
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~1 ~1 ~1

~1  du ou du' ou du’

X =——(0)= 0 0
(0)=75—(0)+5=—-(0)

~2 ~2

~2 du ou du' ou du’

X = —— =
—(0) === (0) +——-(0)

unde derivatele partiale sunt calculate in (u1 (0),u’ (0)), coordonatele

S 2 e
u

curbilinii ale lui POJS .
Aceste formule se pot scrie mai compact astfel:

2
(6.7) X' = Zai)(f, i=1,2.
Pe de alta parte, 1n noile notatii, formula (1.6) se scrie In forma
— 2 au _’
(6.8) h = —
20

= — ~1 ~2 ~1
unde & =h(u1 (u U ),u2 (u u )) Ne propunem si aritim ci

(6.9) i)?h: = inIZ.
L

Avem: ZXhizz_kTX hl— 5/ X"h, —ZX’h unde am
= = 0u” gy B
folosit relatiile
2 ou o’ _ _, O,j=k

=0/ =

Zoout 5 ¢ Ep,j;tk.
Ramane sa ne convingem ca are loc (6.10).

Stim ca ecuatiile (6.5) au fost obtinute rezolvand sistemul (6.4). Asadar au

loc identitatile
. ~1 ~2
u =u’ (u (u',uz),u (ul,uz))j =1,2.
Prin derivare compusi in raport cu u*, k =1,2, obtinem:

ou' _ Z ou’ ou'

(6.10)

. , Jok=1,2.
o' &5, ot /

ou’
ou*

Formula (6.9) ne aratd cd X,U7,S nu depinde de parametrizarea de pe

suprafata S.
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Definitia 6.1. Aplicatia g,:T,SxT,S -~ R care asociaza perechii
(XP,YP) numarul real g, (XP,YP) :<XP,YP>, unde < , > inseamna produsul
scalar in V>, se numeste forma I-a fundamentald a suprafetei S in P. Aplicatia
P - g, se numeste forma I-a fundamentala a suprafetei S.

Observatie. Forma [-a fundamentald are caracter geometric pentru ca
X,,Y, sunt vectori tangenti si produsul scalar a doi vectori nu depinde de reperul
din spatiu.

Aplicatia g, este evident biliniard, simetricd si pozitiv definitd
(g, (X,.Y,)>0 0X %2 @ T,S).

Fie X, datde (6.1)s1 ¥, = YIE +Y2i72 . Biliniaritatea si simetria aplicatiei

g, conduc la formula

2
(6.11) g, (X,.Y)= z g, X'Y’, unde

i,j=1
(6.11°) g, (P) = <}71, E>, produs scalar calculat in P(ué,ué) .
Functiile g, care depind de P, iar prin intermediul coordonatelor curbilinii

apar definite pe U, se numesc coeficientii formei I-a fundamentale.
Sa efectuam o schimbare de parametrii de forma (6.4) cu (6.4°) pe S. Fie

g, (P)= <le h, > noii coeficienti ai formei I-a fundamentale. Cu ajutorul formulei

2
(6.8), acestia devin g, (P < - ﬂzau
r= au s

produsului scalar obtinem

> Prin folosirea proprietatilor

(6.12) g (P)=Y M . (P).

~i
A= 0u Ou

5 s A ce e [~ ~2) L
In aceste egalitati P are in stdnga coordonatele curbilinii (uo,uo) iar in

o ~1 ~2 ~1 ~2 . : .
dreapta are coordonatele curbilinii (u' (uo,uo),u2 (uo,uo)) si derivatele partiale

~1 ~2
sunt calculate in (uo,uo) .

Avand in vedere (6.10), ecuatiile (6.12) se pot rezolva in raport cu g, si
se obtin formulele

2 ou o ~
g, (P).

6.12’ P
(6.12”) gm() 20w o ®
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Formulele (6.12) si (6.12°) constituie legea de transformare a coeficientilor
formei I-a fundamentale la o schimbare de parametrii pe suprafata.
Coeficientii formei I-a fundamentale sunt in numar de trei:

(6.13) & :<E’E>a 812 = & :<E>E>> E»n :<]’72>E>
sau in notatii clasice
(6.14) gy ~E =Ez, g, =F :<E,Z>, 8y =G :;vz'

Forma patratica asociatd formei I-a fundamentale se numeste, de obicei,
tot forma I-a fundamentala si se noteaza tot prin g,. Avem

2 o 2 2
(6.15) g (X,)= S g, XX =g, (X') +22,4' X +g,, (X)),
INE
pentru vectorul tangent X, dat de (6.1).
9 . _Llg, gyl . o e
Notam prin G =[] ! IZD matricea formei patratice g,. Definitia lui

(B2 &xnl]
g, ne spune cd A=detG =g, g, —g,, este o functie pozitivi pe U. Acest fapt
rezulta si astfel:
—2—2 — —\2 —_ —
(6.16) A=k —<h,,h2> :\h1 xh,
Sd ne amintim ca vectorul X, are coordonatele de forma (6.2). Directia sa

1 2
este de forma %%(0),%(0)&/\ D]R\{q%. Cu A particular de forma
g O g

[ dt
A =dt, constatdim ca directia lui X, este complet determinatd de diferentialele

2
>0 pe U.

(du',duz). Vom spune ci du = (du' ,duz) reprezintd o directie tangentd suprafetei.
Pentru o asemenea directie definim forma patratica pozitiv definita

(6.17) o(P.du)=g, (du') +2g,du'du’ +g,, (du?) ,
unde coeficientii sunt calculati in P(u1 ,uz), numiti, de asemenea, forma I-a

fundamentala a suprafetei S. In notatii clasice
(6.17°) qo(P, du,dv) =F (u,v) du® +2F (u,v)dudv +G(u,v)alv2 .

In cazul in care suprafata este dati in forma explicita
z= f(x,y),(x,y) 0D, multime deschisa in R*, punem x =u,y =v si trecem la

reprezentarea parametrica T(u s ): ( ey ( . )) si rezulta E = (1,0, p),
Z = (I,O,q), unde p=f ,q = fy , in notatiile lui Ch. Monge. Asadar avem
(6.18) E=1+p’,F =pq,G =1+q°, A=1 +p* +¢°.
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Fie suprafata S data implicit de ecuatia F (x, y,z) =0,F’ +Fy2 +F? >0 pe
V, multime deschisd in R’. Cu F, #0 pe o submultime deschisd ¥, OV, putem
explicita z = f (x, y) si are loc identitatea F (x, wf (x, y)) =0 pe o submultime

deschisi D din R’. Prin derivare in raport cu x si y, obtinem identititile

F. F . .
F +F [p=0,F, +F [ =0, din care rezultd p = _F ,q = _Fy' Aplicam (6.18) si

z

obtinem
F? FF F? F}+F’
(6.19) E=1+—2% F=—=,G =1+, A=l +——>.

§7. Aplicatii ale formei I-a fundamentale

Fie o suprafata S =h (U ) cu U multime deschisd in R, un punct PS
si T,S spatiul tangent in P la S.

Dupa definitia 6.1 perechea (T PS,gP) este un spatiu vectorial euclidian
(de dimensiune 2). Asadar putem vorbi de lungimea unui vector X, U7,S:

R0 = 5 5 ()

ij=l

precum si de unghiul a doi vectori X,,Y, 07,5 :

8p (XP’YP) - il

0l \/i g; (P)X' X/ \/ i g, (P)Y'Y’

=1 —

(7.2) cos<«(X,.Y,)=

i,j=1
Fie o curba pe suprafata S de ecuatie

(7.3) r=h(u' ().’ (t)). t0[a,b].

d = =\ .
Vectorul tangent ei _r are in baza (hl,hz) din 7S coordonatele

iy’ du? O du' du’
—, i deci |— t U . Rezultd cd lungimea
Jar "arg”’ H \/ (OO dt dt s

acestel curbe este
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(7.4) &n D_D +28,— +g,0— 1] dt,

= T O du' du Oau’
I dt dt 0 dt

unde coeficientii ( gij) sunt calculati in punctul (u' (t),u2 (t)) .

Functia lungime de arc este in acest caz

s(z‘) ! D' O 2 du' du OduD’ g
I gnDED o i dl‘ gzzDEﬂ >

iar diferentiala ei la patrat este
(7.5) ds® = go(P, du) =g, (a’u1 )2 +2g du'du’ +g,, (duz)z.

Asadar, forma I-a fundamentald apare si ca patratul diferentialei functiei
lungime de arc. Aceasta este o interpretare geometrica a formei I-a fundamentale.

Fie doud curbe pe S care trec prin punctul P(u('),voz) la valoarea 7, a
parametrului, de ecuatii
17 = iz (u1 (z‘),u2 (t)),
r=h'(u’ (). (2), t0(tr €13+ €).8> 0.

Prin definitie, unghiul curbelor (7.6) in punctul lor de intersectie P, este
unghiul vectorilor tangenti celor doud curbe in punctul P. Acesti vectori au

(7.6)

componentele Cetu! (t ) du’ ( )D 1 respectiv —du '1( ) dL'z(t )D
P Hay Vol mgp Vol STESPEEY g AR )=~ )
Dupa (7.2), unghiul lor 6 este dat de formula
5 g d
LT dr dt
(7.7) cos@ = Lo

L dide’ [& du' duv
28 4 a2 a4 ar

i,j=1
Dupa o simplificare prin (a’t)2 , obtinem formula care da unghiul a doud
directii pe S in P (up,u7 ).
Ca aplicatie, si calculim unghiul ¢ al curbelor u' =const si u’ =const .

Avem du' =0 si du® oarecare, respectiv du" oarecare si du'> =0. Formula (7.7)
ne da

glzduzdu'l _ 8y F
\/gzz(“’uz)z\/gn(a’u")2 Vg, VEG

(7.8) cos¢ =
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Doi vectori tangenti in PS sunt ortogonali dacd unghiul lor are méasura
T < 4 .. N o . o T
PR Doua directii tangente in PL1S sunt ortogonale daca unghiul lor are mésura 7
Doua curbe prin POS, situate pe S sunt ortogonale daca unghiul vectorilor
. o o T
tangenti lor In P are masura 7

Formula (7.8) ne arata ca liniile parametrice sunt ortogonale daca si numai
daca g, :O,(F :O) peU.

Fie D o submultime compacta in U si h(D) =D 0S imaginea sa in S.
Notam prin 4 aria multimii D.

In unele manuale de Analizd matematica se demonstreaza riguros
urmatoarea formula de calcul a ariei 4:

(7.9) A :II\/gngzz _gfzdulduzv
D

sau, in notatii clasice,

(7.9°) A= J’J’\/EG — Fdudy = J’IJZdudv.

Formula (7.9) poate fi intuitd prin urmatoarele consideratii. Fie pe S
reteaua liniilor parametrice. Aceasta imparte multimea D in patrulatere curbilinii ca
in Fig. 24.

Fig. 24
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Aproximam aria unui asemenea patrulater cu aria paralelogramului
determinat de vectorii 7,du si r,dv, adica cu numarul

dA = HE 7 || dudv =/ Mdudb.

Aria 4 va fi “suma” ariilor acestor paralelograme “infinitesimale”, suma
care este data de H\/Adudv .
D

§8. Formulele lui Gauss. Formulele lui Weingarten.

Fie suprafata S reprezentatd parametric prin

(8.1) ;=7z(u1,u2), h xh, 20 D(ul,uz)] D multime deschisd in R”.

. — L xh
Fie POS . Reperul {P, (hl,hz,N} ,unde N = ‘h‘ by , cu P variabil, este

hyxh,
un reper mobil pe S, numit reperul lui Gauss. Pentru a studia variatia acestui reper
oh 0Oh 0h, Oh,

ou'’ 0w ' Ou’

vom exprima vectorii

in reperul lui Gauss si vom obtine

. . . ON . .
formulele lui Gauss. Exprimarea vectorilor ¥ si in reperul lui Gauss va

1 2
u u
conduce la formulele lui Weingarten. Ne ocupam, pe rand, de stabilirea acestor
— _0h 9’r
formule. Notim #h, =—-=——— =} i,j =12 1 descompunem acesti
y = o = =t (67 =12) s p S

vectori in baza (h_;, h,,N ) in forma urmatoare
_— 2 —_— —_—
(FG) hlj=;rf‘jhk+bUN, i,j=12,

unde functiile T} si b, de (ul,uz) urmeaza a fi determinate.

Prin inmultire scalard cu N in (FG), avand in vedere ca
<N,E> =0, k=1,2 si N =1, obtinem

82 b =(l.N)= Hﬁif (s 1) == (B By,
1 2

—2 2 — —\2
unde A=F Oy ~(h,l) .
In notatiile lui Gauss: b, :=L, b, =b,, :=M, by, :=N, daci revenim la

parametrizarea (u,v) , vom scrie
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, I I B (N A
(82 ) L _ﬁ(n’r\)”qm)’M _ﬁ(’;’rv’ruv)’N __A(ru’rv’rvv) :
Vom determina acum functiile '} .
Inmultim scalar in (FG) cu h:, m =1,2. Obtinem
77\ — k177 7\ — k
(hy 1y} = >0 (B )= 3 T
Cu i, fixati, sistemul
Ry
(8.3) Z gulh= <hm,hi/.>,
in  necunoscutele [, si [, are solutie wunicdi pentru ci
0
det(g,, ) = det Elg” &1 O=A#0. Asadar putem  obtine pe  rand

(B &[]
(r1.r).(T1or %) si (Mh.r3,) rezolvand trei sisteme de tipul (8.3), functie de

() si (ol )

Existd un procedeu, pe care-l descriem acum, de a determina simultan
toate cele 6 functii '}, .

Prin derivarea relatiei g, = <hi,hk> in raport cu u’ obtinem

(i) ‘;ilf =<E,E>+<E,E>, i, jk=1,2.
Permutam ciclic 7,7,k 1n (i) si obtinem

@ o=+,

(iif) Zi’ji = (ol )+ (1),

Inmultim una din ecuatiile (i), (ii), (iii) cu -1, fie de exemplu (iii), si le
adunam membru cu membru. Obtinem

— —\ _10og,  Odg; 0g,0 . .
8.4 h,h, )=—% +—=2 ——2 .= jks ] .
( ) < i ‘]k> 2 Eaul auk aul E [-] l]

Functiile notate prin [ jk;i] se numesc simbolii Christoffel de specia I-a.

Observam simetria lor in indicii j, k. Sistemul (8.3) devine

(8.3") ngkr; =[ijsm] .

Fie (g™ ) matricea inversa matricii ), adica avem
ni
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z ., Ol pentrui=m
§"g, =0 = s .
= pentru i # m.
Inmultim in  (83°) cu g™ si sumam dupa m. Rezultd

2 2 2
z g"gu =N g™ [ij;m] sau r7 =" g™ [ij;m].
k,m:1 m= m=
Asadar am obtinut
1 & - 0g.. 0g. 0
(8.5) r==>»g" Eag’”.’ + g'",’ - 28 04 j,n,m=12.
24L& 00w’ ou'  Ou™[]

Functiile '} date de (8.5) se numesc simbolii lui Christoffel de specia a

II-a.

Formulele (8.5) justifica

Propozitia 8.1. Functiile I'fj se exprima numai cu functiile (glj) Si
derivatele lor de ordinul 1.

Formulele (FG) cu functiile (I'}) date de (8.5) si functiile (b,) date de
(8.2) se numesc formulele lui Gauss.

Stabilim acum formulele lui Weingarten. Notam ﬁi:a—N i=12si

descompunem acesti vectori in baza (hT,E,N) astfel:

(8.6) ﬁi:_i A’h +aN, i =12,

=

unde functiile 4’ si a de variabilele (ul,uz) urmeazi a fi determinate.

Inmultim scalar (8.6) cu N si avem in vedere ca N =1 , <ﬁ,,ﬁ> =0 si
<N,}_zj'> =0.Obtinem a =0.

Inmultim scalar (8.6) cu E (k = 1,2) s1 rezulta —i Ag, :<V,,E> Prin

=

derivarea  egalitatii <E, N> =0 in raport cu (u’) ,  obtinem
(NI )= ~(h,N) =, si deci

(8.7) ig/inj =b,, i,k=12.

<

In (8.7) avem 4 ecuatii care, grupate convenabil cate doud, formeaza doud
sisteme liniare, fiecare cu matricea (gki) care este nesingulara si deci cele patru
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functii (A/ ) sunt unic determinate. Pentru a gési unitar expresia acestor functii,

2
inmultim in (8.7) cu g™ si sumidm dupi k. Rezulti: z g"g, A = Z g"b,. sau,
el

avand in vedere ci Z g"g, =9,

2
(8.8) A= ; g"b, .
Formulele
— 2 L —
(FW) N, ==y 4'h,,
> 4%

cu functiile (Aij ) date de (8.8) se numesc formulele lui Weingarten.
2
Definim operatorul liniar Weingarten A4:7,S — 7,5 prin Ah = Z Alh;
=

cu alte cuvinte (Aif) este matricea operatorului 4 in baza (}TI,E)

Propozitia 8.2. Operatorul Weingarten A este autoadjunct in raport cu g,
adica are loc egalitatea

(8.9) g(4x,Y)=g(Xx,4Y), X,YOT,S.

Demonstratie. Este suficient sa verificam (8.9) pentru X = E si Y =h,.

. 2 . 2
Avem, in baza egalitatilor (83.8), g(4h.h)=g i Afhk,hjﬁ: Z A'g, =b,. Pe de

. . 2 . 2
altd parte, g (hi,Ahj) =g @, ; A hk§= ; Ajg, =b, in baza acelorasi egalitati

(8.8). Cum b, =b

ji?

(8.9) are loc.

§9. Forma a II-a fundamentala a unei suprafete

Continuam sa studiem suprafata S reprezentatd parametric, utilizand
rezultatele stabilite mai sus.

Definitia 9.1. Aplicatia b, :T,S*T,S — R data prin formula

(9.1) b, (X.Y)=g,(4X.Y),0X, Y0 T,S,
se numeste forma a Il-a fundamentalid a suprafetei S in punctul P. Aplicatia
P - b, se numeste forma a II-a fundamentala a suprafetei S..
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Aplicatia b, este o forma biliniard pentru cd 4 este operator liniar s1 g,

este formd biliniard. Pe baza egalitatii (8.9), forma biliniard b, este simetrica.
Matricea ei in baza (hT,E) este b, (E,F/) =g, (AE,F/) =b,, dupa cum rezulta in

demonstratia Propozitiei 8.2. Asadar putem scrie b, si in forma urmatoare

(9.2) szY’,pentruX X’hl,Y ZY’h
i,j=1 i=
Observatie. Aplicatia b, are caracter geometric. Matricea formei biliniare
b, are determinantul *|=b,by, —b,.
12 22

Definitia 9.2. Punctele suprafetei S in care avem bb,—b, <0(1mpectiv =0, >0)
se numesc puncte hiperbolice (respectiv parabolice, eliptice).
Forma patraticd asociata lui b, , adica

(9.3) b z b.X'X', X = X h
i,j=1 =]
se numeste, de asemenea, forma a II-a fundamentala a suprafetei S.

Fie du = (du' ,duz) o directie tangenta suprafetei S. Forma patraticd

2

(9.4) W(P,du) = zb du'du’ =b, (du') +2b,du'd® +b, (du®)

i,j=1
se numeste, de asemenea, forma a II-a fundamentald a suprafetei.

In notatiile lui Gauss, forma a II-a fundamentala se scrie

(9.5) W (P,du,dv) = Ldu® +2Mdudv +Ndv*,
in care L,M,N sunt functii de u i v.

Cautam expresiile formei a II-a fundamentale in celelalte doua
reprezentdri posibile ale suprafetei S. In acest scop continudm consideratiile si
calculele care ne-au condus la expresiile coeficientilor formei I-a fundamentale in
reprezentarea explicitd §i respectiv in reprezentarea implicita a suprafetei S.

Reprezentarea parametrica q( s )= ( ey ( s )) care provine din reprezentarea
explicita z= f(x,»), (x,y)0D0 R’, ne-a condus la 7, =(1,0,p), r, =(0,1,¢).
Derivand in continuare obtinem a:(0,0,r),r (0 0 s) :(0 0 t) unde
7= fu»s =f,,t = f, innotatii Monge.

Formulele de calcul ale coeficientilor L, M, N conduc in aceastd
reprezentare la formulele
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r N t
(9.6) L=——~ M= ,N = .
’1+p2 +q2 '1 +p2 +q2 '1 +p2 +q2
rs =t

Determinantul matricei formei a II-a fundamentale este ————.
[1+p2 +q2

In situatia in care suprafata S este reprezentati implicit prin

ecuatia I (x, y,z) =0, cu conditia F. #0, pe o submultime deschisd in R, se poate

-

obtine reprezentarea explicita z=f (x, y) si am vazut mai sus ca

Y
p an‘] Fz

Derivam p si ¢ in raport cu x si y pentru a obtine derivatele r, s, £. Dupa
calcule, rezultda urmatoarele expresii ale coeficientilor formei a II-a fundamentale

- FF -F F FF -F F
(97) L: Evaz FXXF; , — X )z Xz ,N: Yy )z Wz
F; F;C2+F;2+F;2 |sz| F;2+F;2+F;2 |F;| F;Z_*_F;Z_I_F;Z

Coeficientii formei a II-a fundamentale decid forma suprafetei in
vecindtatea unui punct al suprafetei. Aceasta rezulta din urmatoarele consideratii.
Fie un punct P al suprafetei elementare S reprezentatad explicit prin ecuatia

z= f(x,y), (x,y) OD0 R*. Alegem reperul O din E° incat originea sa O si fie

P iar axa Oz sa coincida cu normala in P la suprafata S. Conditia ca vectorul normal
1

,/1+p2 +q2
P(0,0,0).

Coeficientii formei a Il-a fundamentale sunt dati de (9.6). Dezvoltam

unitar N = (—p, —q,l) si coincidd cu & ne di ca p =¢ =0 in punctul

functia z = f (x, y) in serie Taylor in vecindtatea punctului (0,0) . Obtinem
1 2 2
z=—(rx" +2sxy + +...
Al y+°)

Rezultad ca in vecinatatea lui P suprafata S diferd foarte putin de cuadrica
de ecuatie

1 2 2
9.8 z=—\rx" +2sxy +ty” ).
(9.8) 2( Y+ )

Aceasti cuadricd este un paraboloid eliptic dacd rt—s” >0, un paraboloid
hiperbolic daci 7t —s> <0 si cilindru parabolic dacd rt—s° =0, cu r 20 sau t 0.
Asadar, in vecindtatea unui punct eliptic suprafata diferd foarte putin de un
paraboloid eliptic, in vecindtatea unui punct hiperbolic suprafata difera foarte putin
de un paraboloid hiperbolic iar In vecindtatea unui punct parabolic in care L # 0 sau
N # 0, suprafata difera foarte putin de un cilindru parabolic.
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Aceastd situatie explicd termenii punct eliptic, punct hiperbolic si,
respectiv, punct parabolic. Nu putem spune nimic despre forma suprafetei in
vecindtatea punctelor parabolice in care L = N =0 sideci M =0. Ea poate fi foarte
complicatd, data de termenii de gradul 3 in dezvoltarea in serie Taylor a functiei z.

§10. Curburi principale. Curbura totala. Curbura medie.

Definitia 10.1. Aplicatia k, :T,S — R, definita prin

b(X,X)
(10.1) k,(X)=———%, XOT,S, X¢ 0,
g(x,x)
se numeste curbura normala a suprafetei in punctul P1S .
Cu X = ZX "h., valoarea functiei curburd normala in X, numiti simplu
curbura normala se scrie
b X'X’
(10.2) k, (X):L.., i,j=12.
z g, X' X’
Vectorul X = (X LX 2) se numeste vector principal dacd el este punct critic

pentru curbura normala k,. Valoarea curburii normale pentru un vector principal
notata prin K se numeste curbura principala.
Conditia ca vectorul tangent X = (X X 2) sa fie punct critic pentru &, se

scrie ok, = O,()L"2 =0.
oxX oxX

Prin derivare in expresia (10.2) aceasta conditie se scrie in forma

1 2 O i /D_ 1 2 o i D
(b”X +b|2X )ﬁzg,jX X ﬁ_(gllX +g12X EZbUX Xﬁ
— i

L]

(10.3)
O

(qu‘ +b,X° ) ﬁz g; X' Xféz ( g X' +g,X? % z bﬁX"Xﬁ
] L]

1]
Acest sistem este echivalent cu

by X' +byX* _ b X +bp X7 _
anl + g12)(2 glzXl "'gzz)(2
unde K este valoarea curburii normale pentru vectorul X, adica avem
b(X,X)

g(Xx,x)

Ecuatiile (10.4) se mai pot scrie in forma urmatoare

(10.4)

9

k(P,X)=
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(10.5) z(b,,j -Kg, )X’ =0,i=12.

J
Vom folosi aceastd forma pentru a demonstra
Propozitia 10.1. Un vector X este principal daca si numai daca este
vector propriu pentru operatorul Weingarten, corespunzator valorii proprii K
(curbura principala).
Demonstratie. Ecuatia matriciald AX =AX care da vectorii proprii ai

operatorului Weingarten, se scrie in baza (hT,E) astfel:

XA - F AR AL
i ]
o N AX DX = *p X' =A XY
Z i Zg ki

Inmultim ultima expresie cu g, §i sumam dupa ;. Rezultd

Z b, X' =A z g, X’ sau, dupa schimbari permise de indici z (bij -Ag; )Xf =0,
7 J

J
ecuatie care pentru A =K este exact (10.5). m
Pe baza Propozitiei 10.1 demonstram
Propozitia 10.2. Vectorii principali corespunzatori la curburi principale
distincte sunt ortogonali.
Demonstratie. Fie A4X, =k X, si 4X, =k,X, cu K, #K, si K, #0.

1 1 K
Avem g(XlaXz) =K—g(AX1,X2) =K—g(X1,AX2) =K_2g(X1=X2)'

1 1 1
. U kO
Pentru K, =0, obtinem g(X,,X,)=0. Pentru &, # 0, rezultd ﬂ—fgg (X,.X,)=0,
g &0
deci, din nou, g(Xl,Xz) =0.
In cazul in care k, =0 si k, 20, putem scrie

1 1
g(X2,) =~ g (X, AX,) =~ (4, X,) =0. m

2 2

Amintim cd se numeste curbura principala valoarea curburii normale
pentru un vector principal.
Am vazut ca ecuatiile care dau vectorii principali sunt (10.5). Aceste

ecuatii constituie un sistem liniar si omogen in (X LXx? ) si, pentru a exista vectori

principali, in mod necesar determinantul acestui sistem trebuie sa fie egal cu zero.
Asadar curburile prinicpale sunt date de ecuatia
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b,—K b, —K
(10.6) I TKEn D TKER =0, sau
b, —Kgy by, —Kgy
(10.6%) (gngzz _glzz)K2 _(gllb22 ~28ub, +g22b|1)k +by,by, b,
Propozitia 10.3. Ecuatia (10.6) are solutii reale.
Demonstratie. Alegem o parametrizare a suprafetei S in care g,, =0.

Discriminantul  ecuatiei  (10.6), ecuatie de gradul II in K, este

1
S

( gub, —b,2, )2 +4b%, 20 cu egalitate daca si numai daca

b, =0, g,,b,, —b,g,, =0. Asadar solutiile ecuatiei (10.6) sunt reale. Solutiile £k,

. b b b . "
sunt confundate dacd —L=-12=-22_ Vom numi planare punctele in care

b, =b, =by,, =0 si ombilicale punctele in care o be b =—, R #0. Deci in
g1 82 8=
puncte planare avem k, =k, =0 iar In puncte ombilicale avem &, =k, =%.

Definitia 10.2. Fie PUS si K,,K, curburile principale in punctul P.

b,b,, — b’ y .
—2—1 se numegte curbura totald a suprafetei in P.
&18n ~ 8n
K, *K, :lglleZ —281,b, +8xby,

2 2 818» _g122

Numarul real K =KK, =

Numarul real H =

se numegste curbura

medie a suprafetei in P.

Fiecarui punct P al suprafetei S putem sd-i asociem curbura totald a
suprafetei In P si curbura medie a suprafetei in P. Obtinem astfel doua functii reale
pe S, numite functii curbura totala si respectiv functia curburd medie.

Semnul functiei K este dat de natura punctelor suprafetei. Avem K <0 in
puncte hiperbolice, K =0 in puncte parabolice si K >0 in puncte eliptice. Punctele
planare sunt parabolice iar cele ombilicale sunt puncte eliptice. Situatia acestor doua
categorii de puncte este clarificata in urmatoarele doud propozitii.

Propozitia 10.4. Planul are toate punctele planare. Daca o suprafata
conexd are toate punctele planare, atunci ea este o regiune conexd a unui plan.
Demonstratie. Prima afirmatie se verificd usor prin calcul, considerand

ecuatiile planului de forma: x =u,y =v,z =0, (u,v) OR*. Fie S o suprafatd conexa

cu b, =0, i,j=12. Rezulta A’] =0 si, din formulele lui Weingarten, urmeaza

N, =0, adica N = ﬁo (constant).
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Consideram functia <N0Jz(u',u2)> pe care o derivim in raport cu u' si
 repats: Q) i — V
u”. Rezulta: T—<N0,hj> =0. Asadar <N0,h> =-D (constanta reald). Cu
ﬁo :(A,B,C) obtinem Ax(u',u2)+By(ul,u2)+Cz(u',u2) +D =0. Deci punctul
P(x(ul,uz),y(ul,uz),z(ul,uz)) de pe suprafata S se afld in planul de ecuatie
Ax+By+Cz+D =0.m

Fie suprafata S sfera de centru O si raza R. Prin calcul direct, folosind
parametrizari de forma

[k = Rcos@sinf,
E]y = Rsin¢sinf,
H: = Rcoso, 0<¢<2m 0<O<m

s . o | y
se constatd ca punctele sferei sunt ombilicale cu kK, =k, =— si deci curbura totald

1 <
K =—, este constanta.
R

Propozitia 10.5. O suprafata conexa cu toate punctele ombilicale este o
regiune conexd pe o sferad.
Demonstratie. Fie suprafata S cu toate punctele ombilicale, adica

(10.7) b, (u',uz) =A (ul,uz)gij (ul,uz) cu A functie nicaieri zero.

Vom arata mai intai ca A =const. Z0.

Scriem (10.7) in forma <N,h7> =A <E, F/> si 0 derivam partial in raport cu
u".  Obtinem <NT(,h7> + <N,th> =A, <E,E> +A <E,hj> +A <E,H>, unde

A, = :—/\k Din (10.7) rezultd imediat cd 4; =Ad) si formulele lui Weingarten devin

ﬁj = —/\hj . Acestea ne permit sa scriem egalitatea precedenta in forma:
bt = AR A (1.0 (1) o)
Avand in vedere ca h, =h, :L
A T Tk T
(10.8) A& =A 8-
Inmultim in (10.8) prin g* si sumam dupa i si k. Avem in vedere ca
z g g, =0d; si Z g"g, =2.0btinem A, =2A ,adica A, =0, deci A= const.

obtinem
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Revenind la formulele lui Weingarten, constataim ca putem sa le scriem in

forma aa—j (ﬁ + /\iz) =0 de unde rezultd ca N + Ak = a (constant).
u

Echivalent, h —l# = lﬁ De aici urmeaza % —laD :Lz_ Deci
PR 2H A
1

- a0
punctul lui S de vector de pozitie 4 este pe sfera de centru C Eﬁig siraza
[

§11. Ecuatiile lui Gauss. Ecuatiile Peterson — Mainardi — Codazzi.
Curbura Riemanniana

Formulele lui Gauss (FG) si formulele lui Weingarten (FW), introduse in
§8, pot fi privite, luate la un loc, ca un sistem de ecuatii cu derivate partiale in

necunoscutele, functii vectoriale, }71, E,N. Conditiile de integrabilitate ale acestui
sistem sunt

on, on 0 &n O
11.1 Lo ik —
( ) ou*  ou’ E’zau’aujauk%
N 0N,
(11.1) oN, _ 9N,
ou’ ou'

Detaliem aceste conditii de integrabilitate. Avem:
iy = Z( 2 uh, * ruhfk)-"ba',kN"'byNk ;

s

unde prin ,k am notat derivata in raport cu (uk ) .
Folosim din nou formulele (FG) si (FW). Obtinem

zﬁw Zmnfbmg+% +ZDM

Schimbdm indicii j si k Intre ei. Obtinem si h . Inlocuim acestea in

(11.1). Avem in vedere ca E,E si N sunt vectori liniar independenti. Rezulta ca
(11.1) este echivalenté cu urmatoarele doua ecuatii:

(11.2) il ZFU " ZF;J';‘; b,A;=b;4;= 0

(11.3) %k,M+ZUm-sz‘O

Notam
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(11.4) R, =T

yk_rfkj Z(ryrik )

Se spune ci sistemul de functii de u',u ,(Rf ik), in numar de 16, nu toate

distincte, constituie tensorul de curbura al suprafetei. Cu aceastd notatie, ecuatia
(11.2) devine

(11.2%) R, =b,A ~b, 4.
fnmultim in (11.2°) cu g, si sumidm dupa s. Notim
(114,) lhjk Zghs i jk *

Avem in vedere ca z A’ g, =b,, . Rezultd

(11.5) Ry =bby —byby, i, j,k,h=1,2.
Ecuatia (11.5) sau forma echivalenta (11.2) se numeste ecuatia lui Gauss.

Setul de functii (R[h jk) constituie tensorul de curburd Riemanniand a

suprafetei S. In acest set sunt 16 functii dar nu sunt toate distincte pentru ci din
(11.5) rezulta imediat proprietatile

(1) Rihjk = _Rih/cj’

(i) Rhijk = _Rihj/c >

(111) Ry s * Ry TRy, =0 (sumare ciclica dupaj, &, h),
(iv) Rk = Rypin-

Pe baza acestor proprietiti rezultd cd in setul de functii (Rih/.k),

i,j,k,h =12, avem 12 functii nule iar din cele 4, In general nenule, una singura
este esentiala R, ,, celelalte fiind una egald cu ea si celelalte doud de semn contrar.
Asadar ecuatia (11.5) a lui Gauss se reduce la

(11.5%) Ry, =byby, _b|22 .

Functia R,,, se calculeazd din (11.4’), avand in vedere notatia (11.4). Ne

amintim ca functiile (Ffj) se calculeaza cu ajutorul functiilor (gii) si derivatelor

Eij
k b
u

partiale i, j k=1, 2. Asadar R,, depinde numai de functiile (gi/.) si

derivatele partiale de ordin I si IT ale lor.
Formula curburii totale se poate rescrie, in baza ecuatiei (11.5) in forma

(11.6) K= Lzz .
8182 " &n
Formula (11.6) conduce la un rezultat important.
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Teorema 11.1. Curbura totala a unei suprafete depinde numai de forma I-
a fundamentalad a suprafetei.
Intr-adevar, desi curbura totald a fost definita in legatura cu ambele forme

fundamentale si forma ei initiala contine si coeficienti (bii ) , formula (11.6) ne arata

ca ea depinde numai de functiile ( gij) si derivatele lor partiale pana la ordinul II.

Teorema 11.1 este cunoscutd sub denumirea de Teorema Egregium sau
Teorema minunata a lui Gauss.

Revenim la ecuatiile (11.3). Observam ca 4 din cele 8 ecuatii (11.3) si
anume cele cu j=k, i=1sau 2 sunt identititi. Din cele 4 rdmase doud sunt

esentiale, celelalte doua difera de ele prin semn, i anume

g’n,z _b12,1 = Z (rfzbsl +1b,, )a
(11.7) O ‘ ‘
Eblz,z _b22,1 = z (r;2bsl + rizbsz)-

Ecuatiile (11.7) se numesc ecuatiile Peterson — Mainardi — Codazzi
(PMC).

Fiind datd o suprafatd S putem determina cele douda forme fundamentale
ale ei, prima fiind §i pozitiv definita. Coeficientii acestor forme sunt legati prin
ecuatiile lui Gauss si ecuatile PMC. Se poate arata ca cele doua forme
fundamentale determind suprafata pana la o deplasare in spatiu, In sensul urmatoarei

teoreme, numiti si teorema fundamentald a geometriei suprafetelor in E°.

Teorema lui Bonnet. Fie U={(u',u2} un domeniu conex si simplu

conex in R*. Presupunem cd g; st by, i,j =1,2 sunt functii diferentiabile date pe
U care satisfac
i) g =g gljfifj >0 cu egalitate daca si numai daca 0 = (Ei) OR?,
(i) b;=b
(iii)  ecuatia Gauss, (11.5°) si ecuatiile PMC, (11.7).
Atunci existd o imersie f:U — E’ incdt f (U ) =S este suprafatd in E’

ji?

pentru care (gii) sunt coeficientii primei forme fundamentale i (b!./.) sunt

coeficientii celei de-a doua forme fundamentale (relativ la parametrizarea definita
de f). Aceastd suprafatd este unicd pdnd la o deplasare in E° .

Pentru demonstratie se poate consulta [1, p.140].



CAPITOLUL 4
CURBE REMARCABILE PE O SUPRAFATA

Rezumat. Se defineste curbura normald pentru o directie (dul,duz) tangentd prin

by (' + 28y di® + by, ()

5 - Directiile pentru care k, ia

formula k, =

&n (d”1)2 +2gpdu'du’ + gy, (duz)

valori extreme se numesc directii principale. O curba pe suprafata S este linie asimptotica
(linie de curbura) daca directiile tangente ei sunt asimptotice (principale). Se stabilesc
ecuatiile liniilor asimptotice, ale liniilor de curburd si se evidentiaza proprietati
geometrice ale lor. Se asociaza unei curbe pe S un reper mobil (Darboux - Ribaucour)

format din versorul T al vectorului tangent, versorul N al normalei la suprafatd si

N; =NxT. Variatia acestui reper mobil pe curba este datd de formulele Darboux —

Ribaucour: ﬂZk,Ng +kn~,ng :_k,ﬁ-'*'-[lﬁ,d_N:_kn_T_ENg. Se
ds ¢ ds 8 £ ds

introduc astfel doi noi invarianti kg - curbura geodezica, T, - torsiunea geodezica.

Conditia T, = 0 caracterizeaza liniile de curbura. Conditia kg =0 introduce curbele
numite geodezice pentru care se dau ecuatii §i proprietiti geometrice. Invariantii

ko kT, sunt legati de invarianti <k si T  prin  formulele:

k, =kcos6,k, =ksin @ T, =T+é,unde 9:<(12,N >

§1. Curbura normala. Directii asimptotice. Linii asimptotice.

In continuare nu vom mai indica punctul in care se evalueaza formele I-a
si a II-a fundamentale ale suprafetei. El va reiesi din context. Amintim:

Definitia 1.1. Aplicatia k,:T,S - R, definita prin
b(X,X
(1.1) &, (X)= (. X)

g(X,X)

se numeste curbura normala a suprafetei in punctul P1S .

,XOT,S, X2 0,

Cu X = zX 'h., valoarea functiei curburd normald in X, numitd simplu
curbura normala se scrie

XX
(1.2) k, (X):L, i,j=12.

Y g, X' X’



098 Capitolul 4. Curbe remarcabile pe o suprafata

Observam ca are loc k, (AX)=k,(X) pentru orice A#0 numir real,
adici functia k, depinde numai de directia lui X. In particular, putem lua o directie

tangentd du = (a’ul,duz) si scrie

g
(1.3) k (P,aru)zM ij=12.

z g du'du’’
In notatiile clasice,
Y (P, du, dv)
(1.3°)k, (P, du,dv)=———"—L.
(P, du,dv)

Observam ca pentru P fixat, curbura normald &, este functie de directiile

tangente la S'in P.
Ne vor interesa, in cele ce urmeaza, directiile pentru care curbura normala
este nuld si cele pentru care ea are valori extreme (minima, maxima).

Definitia 1.2. O directie du = (dul,duz), tangenta in P la S, se numeste
directie asimptoticd daca k, (P, du) =0.
Dupa (1.3), directia du:(dul,duz) este directie asimptotica daca si
numai daca
(1.4) by, (du') +2b,du'du? +b,, (dh®) =0.
Ecuatia (1.4) se numeste ecuatia directiillor asimptotice. Directia
2 duZ

l 0
du = (a’ul,duz) este complet definitd si de perechea []r,dLD. Cu notatia m =
0 du' 0

du"”’
ecuatia (1.4) se scrie
(1.4 )ym*b,, +2b,,m +b,, =0.

Aceasta este ecuatie de gradul II in m. Discriminantul ei fiind b, —b, b,, , rezulta:

(1) in punctele hiperbolice existd doud directii asimptotice
distincte,

(i1) in punctele parabolice existd o singurd directie asimptotica
(doua confundate),

(ii1) in punctele eliptice nu exista directii asimptotice.

Definitia 1.3. O curba pe S se numeste linie asimptotica sau asimptota
daca vectorul tangent ei are in toate punctele ei directie asimptotica.
Daci ecuatiile unei curbe pe S sunt u' =u' (t), i=1,2, ¢ D(a,b) , vectorul
2 i
. u'— . .. e g e o
tangent ei este Z Thi si conditia ca acesta sd aiba directie asimptotica este
t

i=
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Cdu' O du' du’ Odu’d’
1.5 b +2 +b =0.
(13) "Hargd " ar arPH @
Ecuatia (1.5) este ecuatia diferentiala a liniilor asimptotice pe S.

Definitia 1.3 corelatd cu rezultatele privind existenta directiilor
asimptotice ne arata ca

(1) printr-un punct hiperbolic trec doua linii asimptotice
distincte,

(i1) printr-un punct parabolic trece o linie asimptotica,

(111) printr-un punct eliptic nu trece nici o linie asimptotica.

Determinarea linilor asimptotice, cand exista, se face prin rezolvarea
ecuatiei  (1.5), cautdnd linia asimptotica in forma, de exempluy,

' =u’ (ul), u' D(c,d).
Ecuatia (1.5) devine

O O du’
(1.5%) by, E’d_g +2b, — ! +b, =0,

ecuatie echivalenta cu doua (posibil confundate) ecuatii diferentiale de ordinul intai,

2
de forma dL =f (u u ( )) integrabile prin cuadraturi.
du'

Pentru a obtine caracterizari geometrice ale liniilor asimptotice vom stabili
2y

mai Intdi expresia vectorului — in reperul lui Gauss, pentru
t

r:%(ul(t),uz(t)),tD(a,b), ecuatia unei curbe pe S. Stim cd avem
dr

i

2
u
Z h —— . Derivam din nou, in raport cu ¢. Obtinem:

U — 20 . i J
_r:Z ZDGh du' 6h du du Z 0 Zhrdidu .
dt’ [pu diow di 0 dt dt’ Todt dt

Inlocuim hl.j din formulele lui Gauss si rezulta

27 2.0 i . i i
r Zdﬁ‘hﬁzri;didihﬁm p, LA o
dt T dt I dt dt N dt dt 0

unde insumarile se fac dupa indicii scrisi sub semnul ), de la 1 la 2. In prima suma

din dreapta schimbém icuk (i este indice de insumare), grupam dupa Z si obtinem

du' du’ 0— [ du’ du'd—
1.6) — = M ———h b,——F]N.
( ) Z dt’ ,, " a’t%"ﬂazj”dt dtp
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: dr d*r )
Observam ca spre deosebire de P vectorul = nu este, In general,
t t

continut in spatiul tangent 7,5 . Acest vector are atdt componenta tangentiald data
de

720 Od! du' du’ O— Od*’ du' du’d —
1.6° +NV M —" —+ r%——f h
( )Ed Edz ;”dt dzEIEdﬁ ;”dt dtpy °

cat i componentd normala data de
2270 du' du’ O—
(1.6”) D—D EZZ)J— ON .
Dd 0 & Todt dt g
Din (1.6”’) rezulta imediat
Propozitia 1.1. O curba C pe S de ecuatie ;:iz(ul (t),u2 (t)), tD(a,b)

2
este linie asimptotica daca si numai daca ——0 =0, adica daca si numai daca
04t O

2

r . . .
vectorul - apartine spatiului tangent la S.
t

Corolar 1.1. Orice dreapta pe o suprafata este linie asimptoticd.

, 3 d’r
Demonstratie. Pentru o dreaptda pe S avem F:O’ fapt care atrage
t

e nr |
0 =0 si G—0 =0. Dupa Propozitia 1.1, acea dreaptd de pe S este linie
0de’ O 04’ 0
asimptotica. m
Are loc urmatoarea caracterizare a liniilor asimptotice.
Propozitia 1.2. O curba pe S este linie asimptotica daca i numai daca in
fiecare punct al ei planul osculator coincide cu planul tangent suprafetei.
Demonstratie. Coincidenta despre care este vorba se intelege ca are loc in
fiecare punct P al curbei. Stim ca planul osculator al curbei este determinat de P,

dr . d’r d’r

I s o Fie curba linie asimptotica. Atunci, dupd Propozitia 1.1, > o7 este, de
t t t

asemenea, in planul tangent suprafetei, deci planul osculator curbei coincide cu

planul tangent la suprafatd. Reciproc, dacad suntem pe o curba al carei plan osculator
. . d’r . L

coincide cu planul tangent suprafetei, vectorul o din planul ei osculator, fiind si

t

in planul tangent suprafetei, va avea componenta normala zero si, dupa Propozitia
1.1, curba este linie asimptoticd. m
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Fie, din nou, o curbda pe suprafata S, reprezentatd parametric prin

;Zh(u1 (s),u2 (s)), sD[O,L] , cu s lungime de arc. Intr-un punct fixat P al ei,

normala principala n si normala la suprafata N sunt in acelasi plan, planul normal

=
curbei in P. Fie 6:<):(n,N). Avem cos9:<n,N>:%<%,N>, unde k este
s

d’r — du' du
curbura curbei. Dupd (1.6), {( —-,N )= b, — = b.du'du’[]. Dar
p()<a’s2 >;’dsds E’Z D
ds* = Z g, du'du’ si obtinem,
7
d2

1.7) k, ,N ).

a7 4, =(45.)

Asadar avem

(1.8) k, =kcos8.

§2. Directii principale intr-un punct al unei suprafete.
Linii de curbura.

Ne ocupam de directiile tangente unei suprafete S pe care curbura normala
ia valori extreme.

Fie o directie tangentd du = (dul,duz). Curbura normald intr-un punct
P08, fixat, apare ca functie de variabilele du',du”, functie data de (1.3).
Definitia 2.1. Directia tangenta la S, (aful,afu2 ) se numeste directie

principala dacad ea este punct critic pentru curbura normald, adica

2.1) 0k, __o % _g

Valoarea curburii normale pentru o directie principald se numeste curbura
principala si se va nota prin K .
Prin derivare in (1.3), conditiile (2.1), dupa o simplificare cu 2, devin:

X 5 -0 . U -
b, du” +b,du )D gijdu’duj[]:(glldu +g,du EZbijdu’du*’D
o O 077 U ] O
* O
X 5 .0 X
ablzdu +b,,du )D gijdu’du’[]Z(glzdu +g du’ Zb du'du’ D.
O O

,J
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Pentru ' du® ) solutie ~a  acestui  sistem, raportul

éibyduidu D/D Z g, du'du D este exact K. Cu aceastd notatie sistemul (*) ia
7

forma
2.2) b, du' +b,du’ _ b,du' +b,,du’ —
g du’ +g12du2 g, du’ +g22d“2
Asadar directiile principale sunt solutii ale ecuatiei data de prima egalitate
din (2.2), care, dupa calcule, se dovedeste a fi echivalentd cu
(2.3)

2 2
(bnglz -b,g, ) (dul) + (bngzz =b,,g,, )dulduz +(b12g22 =by, 8, ) (duz) =0.
Aceasta este ecuatia directiilor principale.
Ea se scrie si in forma, usor de retinut,

(du2 )2 —du'du’ (du1 )2

(23] & 4P 8» |=0.
by, by, by,

Existd directii principale? Trebuie sa cercetam dacd ecuatia (2.3), ca
2

: . du .. S
ecuatie de gradul 2 Tn m = i are solutii reale. Pentru a simplifica unele calcule,
u

si alegem parametrizarea suprafetei incat liniile parametrice u'=const. si
u® =const. si fie ortogonale, echivalent g, =0. Discriminantul ecuatiei (2.3) este

by by
81 &»

0= (bllg22 —bzzg”) +4b12g”g22 >0, cu egalitate pentru b, =0 si —

Amintimcd g, >0 51 g,, >0.
Reapar cele doua clase de puncte pe S.
Definitia 2.2. /. Punctele pe S in care avem b, =b, =b,, =0, se numesc

puncte planare.
2. Punctele pe S in care are loc
(24) h :b;z :bi :l’ R ¢0,
g &n E8»

se numesc puncte ombilicale.

Rezultd cd in punctele neplanare si neombilicale existd doud directii
principale reale, distincte. Dupd Propozitia 10.2, din Capitolul 3, acestea sunt
ortogonale. In punctele planare si in cele ombilicale directiile principale sunt
nedeterminate in sensul ca orice directie tangentd in P S este directie principala.
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Definitia 2.3. O curba pe S se numeste linie de curbura daca in toate
punctele curbei directia tangentei la curba este directie principald pe suprafata S.
Din (2.3’) rezulta cd ecuatia diferentiald a liniilor de curbura este

Ekz’uz[f _aht1 du’* DahtlD2

Har B ar @ Bdin
(2.5) &n & g&» |=0.
by by, by,

Prin punctele neplanare si neombilicale trec doua linii de curbura, reale si
ortogonale. In punctele planare si ombilicale liniile de curbura sunt nedeterminate.

§3. Formulele Darboux - Ribaucour. Geodezice.

Fie suprafata S data parametric prin

(3.1) r :iz(ul,uz), h xh, 20 pe U domeniu in R?.
Fie pe S o curba C de ecuatii

(3.2) u' =u'(s), sO[0,L],(F 1,2),
incat, daca

(3.2’)17 =/ (u1 (s),u2 (s)), s D[O,L] ,
este ecuatia curbei in spatiu, sd avem
dh
ds

(3.3) =1, s0[0,L].

Altfel spus, parametrul s este dat de lungimea de arc a curbei C.

Notam 'T'(s) :% si Ng (s) = N(s)XT(s), s D[O,L] .

Definitia 3.1. Reperul {P(s),(T (s),ﬁg(s),ﬁ(s)} se numegste reperul
Darboux — Ribaucour. Cu s variabil, el este un reper mobil pe C.

Studiem variatia acestui reper. In acest scop vom exprima vectorii
dT dN, dN - .
—,—=%,— in baza (T N, N ) Observam ca aceasta baza este ortonormata si
ds ds ds
pozitiv orientata.

Fie pentru inceput
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unde matricea (aii) i,j=1,2,3 urmeaza a fi determinata.

Egalitatile

d N
ds

__ dN.
ds " ds
<dN
0,
ds
T> <N d_f> 0
ds

N+ VAN S,
& ds

obtinute prin derivarea conditiilor de ortonormalitate ale bazei (T,Fg,ﬁ), in

combinatie cu (3.4) ne aratd ca matricea (aii) i,j=1,2,3 este antisimetrica.

Inmultind scalar cu N in

-
a, = ar N df,N =k
ds ds

a, =-a, =k,. Notdm a,, = —a,,

formulele Darboux — Ribaucour:

d—T—k N, +k, N

ds

dN, -
(3.5) ” :—kgT+TgN,

d—N——kT -T, N

ds

Acestea se pot scrie simbolic astfel

dupa (1.7). Asadar avem g,

=k, si ay=

prima formulda (3.4) obtinem

=ay, =a, =0,

—a;, =T,. Formulele (3.4) devin
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r U 7 O

3.5 dEN—D D(/)c % ; ﬁD
)— OV, 0= [Tk, T :
( )dsl$D I:I_é g _'%
g o% 7. OmNg

In §1 am vazut ca o curba pe S este linie asimptotica daca si numai daca
functia s - k, (s), s D[O, L] este identic nuld. Ne intereseaza ce curbe sunt
caracterizate de anularea torsiunii geodezice T, si respectiv a curburii geodezice
k,.

Vom stabili la inceput o formuld de calcul pentru 7,. Prin inmultire

— : s . . dN —
scalara cu N . In ultima formuld Darboux — Ribaucour, obtinem T e = —<—,N >

ds ¢
si deci
0. — dNO .
(3.6) T, =", N,—] (produs mixt).
O 40
dN du' 0 du'
Dar dupa (FW), vectorul —= —7h., care
upd (EW). v ddes ZEA'd’
substituit in (3 6) conduce la
du' O— ~D Ogu'O du'd  dutl dulll]
T, = A’—h Ty 4—a—F Y 4 th
Ez ZEZ ok D DdSDZ " dsO dsmz FEDD( )

Un calcul simplu arata ca (E, hj,ﬁ) =JA. Asadar rezulta

du’ v’
371 =vn ¥ s |
& Aldu’ Azdu’
24 24

Dar dupa formulele (8 8) din Capltolul 3,
Z A7 4 du du’

+A1
? ds
+(g“b12 +g"by,

:(g“b“ +g12b21

o

) du’ du'

1 du’
_S :Z(gzzbn _g12b21)g ) -

1
+Z(g22b12 —81by ) ——

si similar,
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du' 1 du' 1 du’
Z Ai2 g :Z(gubzl _glzbu)g +E(g11b22 _glzblz)g

Tnlocuind in (3.7) obtinem

)

du
s

du Dz du' a’u
T, = \/—ggu 12 ngbll)gd_El +(g11b22 g22b11) (

el
OO

[]
gi.byy —8xb;, E

|

sau

T O _d_uld_u2 Oau0’

0 ds E ds ds E ds[]
&1 I4P) &xn
bll b12 b22

38) T, =

51-

Comparand (3.8) cu (2.5) obtinem
Propozitia 3.1. O curba pe suprafata S este linie de curbura pe S daca si
numai daca in punctele curbei are loc T, =0.

In concluzie, anularea invariantilor &, si T, caracterizeaza curbele pe S

studiate anterior, linii asimptotice si respectiv linii de curburd. Invariantul &, va fi

folosit pentru a introduce o noua clasa de curbe numite geodezice pe S.
Definitia 3.2. O curba pe suprafata S, cu proprietatea ca in punctele ei
are loc egalitatea k, =0, se numeste geodezica pe S.

Stabilim acum formule de calcul pentru £, .

Prin inmultire scalara cu N, in prima formula Darboux — Ribaucour

. —. .0
obtinem k, = <dT Ng> %‘LT N,T[]sau
ds nds 0
- o= O
(69 k=G, L N,
(s ds 0

Trecand la o parametrizare oarecare a curbei, de parametru ¢, folosind
dr _drdt &’r _d’road drd’t
ds dids’ ds  ds DasH  di ds
obtinem
Odr d*r =0_ 1

N[

3.10 =
- T %
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Vom da o alta forma lui &, folosind (1.6). Plecénd cu (3.9) avem:

2.1 . 2,2 . I0— 0O
kgzézhi du E,'I; B'oh +Dd “ L BHR +§Zb du’ dw O 5
‘ ds Dd [] 0 & T ds ds E

du' du du' du’
unde B'=§\ T — ,BP=NT1— . Pe baza proprietdtilor produsului
Z i ds ds Z 'ds ds PTOPTICT: P
2.2 D 2|:| 2 1 D .
mixt, obtinem k, = E-,Hi%'l; +B’ - dLDd BE[}( hZ,N) sau
Ods 0ds’ 0 dsgds’ 00
du’ .
3.11) k= ds p N/
B S+
| ds ds
Revenim la (3.9) si constatdm cd avem k, =0, daca si numai daca vectorii
S -
ﬂ,d—j,N sunt coplanari, altfel spus d—: este in planul determinat de punctul
ds ds ds
curbei §i vectorii ﬂ si N. Dar conditia |—| =1, adica D—rD =1, prin derivare
ds ds DdS 0

2~ 27 -
ne da dr arl._ =0. Deci d—; este ortogonal pe ﬂ, echivalent este coliniar cu
ds’ ds® ds ds

N . Asadar are loc
Propozitia 3.2. O curba pe S, de ecuatie r=r (ul (s),u2 (s)), s D[O,L] cu

2

. .o .. , o r
parametru s lungime de arc, este geodezica daca si numai daca vectorul el este
s

coliniar cu N de-a lungul curbei.
Subliniem ca parametrizarea prin lungime de arc in Propozitia 3.2 este
esentiala. Proprietatea nu mai are loc in altd parametrizare. Mai exact, dacd pe o

geodezica (kg :O) trecem la altd parametrizare datd de un parametru ¢, curba

L . d'r .. -
continud sa fie geodezica (kg = 0) dar - nu este coliniar cu N .
Corolar 3.1. O curbd C pe S de ecuatie u' =u' (s), s D[O,L] E 1,2 cus
lungime de arc este geodezica daca si numai daca functiile (ui ) i =1,2 sunt solutii

ale sistemului de ecuatii diferentiale de ordinul 2,
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d2ui . k B .
(.12 +;rjk (u' (5).0” (s))gg_o, i=1,2.

Demonstratie. Scriem formula (1.6) cu parametrul s. Dupa Propozitia 3.2,
curba C este geodezica dacd si numai daca componenta tangentiala a vectorului

2

r = .7 e .
el este nuld. Cum /A, si A, sunt vectori liniar independenti, acest fapt este
s

echivalent cu (3.12). m

Ecuatiile (3.12) se numesc ecuatiile diferentiale ale geodezicilor
suprafetei S. Parametrizarea prin lungime de arc este si aici esentiala. La trecerea la
un parametru oarecare ¢, ecuatiile (3.12) se complica prin aparitia in membrul drept
a unui termen in general diferit de zero. (Exercitiu). Sistemul (3.12) isi mentine
forma numai pentru reparametrizari ale curbei de forma s'=+s +¢, c R.

Are loc urmatoarea caracterizare geometrica a geodezicilor.

Propozitia 3.3. O curba pe S este geodezica daca si numai daca in fiecare
punct al curbei planul ei osculator contine normala la suprafata in acel punct.

Demonstratie. Conditia &, =0 este echivalentda cu coplanaritatea

— - - -
vectorilor ﬂ,d—f si N. Cum planul osculator este determinat de dar si d—;
ds ds ds ds

rezultd ca aceastd conditie este echivalentd cu situarea normalei la S in planul
osculator al curbei. m

Sistemul de ecuatii diferentiale (3.12) este neliniar dar coeficientii sai sunt
functii diferentiabile. Teorema de existentd si unicitate pentru sisteme de acest tip
justifica

Propozitia 3.4. Prin orice punct F, (ué,ué) si in orice directie tangenta
(al, az) trece o singurd geodezicd.
Demonstratie. Sistemul (3.12) admite solutia unica
B'{l — Ml (S)
%42 =u’ (s), s D[O,E),
cu € >0, solutie care pentru s =0 satisface conditiile initiale

1
' (0)=ul, - (0)=d,

(3.13)

du’
W (0)=u?, —(0)=d".
0= %)
Ecuatiile (3.13) definesc o geodezica prin S care trece prin P, (ué,ué) si

are Tn acel punct directia tangenta (a1 , az) .|
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Revenim la curbe oarecare pe suprafata S. Pentru o asemenea curba avem

invariantii k,,k,,T, precum si invariantii curburd & i torsiune 7 cénd este privita

ca o curbd n spatiu. In mod necesar primii trei trebuie sd se exprime cu k si T, §i
invers. Stabilim asemenea exprimari.

_— =

Observam ca vectorii N,,N,n si b sunt in acelasi plan, perpendicular pe

T=t.Notaim 6 =<« (;Tz,ﬁ) si constatam ca versorii reperului Darboux — Ribaucour
se exprima functie de versorii reperului Frenet astfel
T =t,
(3.14) Fg:ﬁsine—l;cose,

N =ncos8 +bsin6.
Invers, versorii reperului Frenet se exprima in functie de versorii reperului
Darboux — Ribaucour in forma

t=T,
(3.15) ﬁ:Esin9+ﬁcos9,
b= —Fgcose +Nsin 6.

In formula £ =psinf + éﬁcos 0 —bcos 0+ GZ; sin 8, folosim formulele

ds
lui Frenet, formulele lui Darboux — Ribaucour si (15.14) pentru a obtine

—kg;+Tg (;71 cos6 +l;sin9) :( —kt +TZ;)sin9 +é171cos 0 +Tncos 6 +éZ;sin 0,
de unde rezultd k, =ksin6, 17,cos6 = écos O+T1cosb, T,sin0 = ésin 0 +71sin 6.

Din ultimele doud ecuatii obtinem 7, =T +6 . Proceddm similar plecand

de la a;Z—N si obtinem k, = kcos@. In concluzie au loc formulele
s
k, =kcos@,
(3.16) k, =ksin0,
T P T +é .
Acestea se pot inversa in forma

(3.16")  k=\[k} +k}, T=T, 6.
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Formulele (3.16) au loc de-a lungul curbei C parametrizata prin lungime
de arc. Daca se trece la un parametru oarecare ¢, primele doud formule raman

neschimbate iar ultima devine T p (s (t)) =T (s (t)) +d—6(s (t))

! .
<O

Teorema lui Bonnet. Fie S, si S, doua suprafete care se intersecteaza

dupa o curba C si fie Y unghiul facut de normalele lor in lungul curbei C. Atunci,
oricare doud din afirmatiile urmdtoare implica pe a treia.
1. C este linie de curbura pe S, ,

2. C este linie de curbura pe S,,

3. Unghiul Y este constant.
Demonstratie. Fie 6, :<(ﬁ,ﬁl) si 6, :<I(;71,V2), unde N, si N, sunt
vectorii normali unitari la §,, respectiv S,. Fie T i torsiunea geodezicd a curbei C

pe S, si Té torsiunea geodezicd a curbei C pe S,. Avem, dupd (3.16),

d dy ) .
—(6, -6,) =——. Asadar, daca 17, =0 si
ds( : 1) ds 3 £ ;

T, =0, atunci (y =const. Dacd T, =0 si ) =const., atunci T, =0 si in sfarsit,

1 Y 2 ) P N
T,=T+0,, T, =1 +0,. Deci 1,-T, =

daca T2 =0 si ¢ =const ., atunci T, =0. m

Corolar 3.2. O sfera taie o suprafata S sub unghi constant daca §i numai
daca curba de intersectie este linie de curbura pe S.

Demonstratie. Curba de intersectie este linie de curburd pe sferd. Se
aplica teorema lui Bonnet. m

Corolar 3.3. Daca doua sfere se intersecteaza, unghiul normalelor in
lungul curbei de intersectie este constant.

Demonstratie. Curba de intersectie este linie de curburd pe ambele
suprafete. Se aplica teorema lui Bonnet. m



CAPITOLUL 5
CLASE REMARCABILE DE SUPRAFETE

Rezumat. Se defineste notiunea de aplicatie diferentiabild F :§ — S intre suprafetele

S si S care se numeste corespondenta intre S si S dacd este difeomorfism.
Corespondenta se numeste conforma dacd pastreazd unghiul oricaror doua directii
tangente i se numeste izometrie daci oricare doud curbe care se corespund au aceeasi
lungime. Se demonstreaza caracterizéri ale corespondentelor conforme si izometrice. Ca
aplicatie se aratd ca suprafetele de curbura totala constantd K =0 sunt local izometrice

. 1 : ,
cu un plan, cele de curburi totald constantd pozitivdi K = F sunt local izometrice cu

sfera de razd R si cd cele de curburd constantd negativd sunt local izometrice cu

pseudosfera. Prin rotirea unei curbe in jurul unei drepte pe care nu o intersecteaza se
obtine o suprafatd de rotatie. Se demonstreazd proprietdti de bazd ale suprafetelor de

rotatie de ecuatii: x =wucosv, y =usinv, z = lIJ(u), u >0,v R si ale suprafetelor
elicoidale, caz in care z are forma z = l.|J(u) +av, aOR. O suprafatd de ecuatii:

- = )
r:a(u)+vb(u), w0 RY RPB 1 se numeste suprafatd riglatd sau simplu

riglatd. Planul tangent ei intr-un punct contine generatoarea (curba u = const.) prin acel
punct. Riglata se numeste desfasurabild daca planele tangente ei in punctele unei
generatoare coincid. Se aratd ca aceastd proprietate are loc dacd si numai daca

(;1 ,[;,[; )Z 0. Riglatele desfasurabile sunt conurile, cilindrii si suprafetele generate de

tangentele la curbe date. O suprafata este riglata desfagurabila daca si numai daca K =0.
Datd o curba C inchisa in spatiu, suprafata de arie minima cu frontiera C se numeste
suprafatd minimald. Suprafetele minimale sunt caracterizate de anularea curburii medii

(H=0)
§1. Aplicatii diferentiabile intre suprafete

Fie Ssi S doua suprafete in E°.
Definitia 1.1. O aplicatie continua F:S - S, P - F(P) este

diferentiabila de clasa C* (k 21) in punctul POS daca exista o parametrizare

h:U - S cu PDh(U) si 0 parametrizare h:U > S cu F(P)Diz(l?) incat

aplicatia B oFoh:U - U datd de ecuatiile

1:~1 1 2
(1.1) %2 Z(uu)
=u (ul,uz), (ul,uz)DU,

este diferentiabild de clasd C* (k > l) pe U.
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Aplicatia F este diferentiabild de clasi C* pe S daca este diferentiabild in
toate punctele suprafetei S.

Definitia 1.2. O aplicatie F:S - S, diferentiabild de clasi C*, se
numeste corespondentd intre suprafetele S §i S dacd F este difeomorfism de clasa
C*, adica existd inversa F' si F' este aplicatie diferentiabild de clasa C*.

In continuare vom considera S si S suprafete elementare. Daca F este o
corespondenta intre S i S, aplicatia (1.1) este bijectiva si are proprietatea

1 2

(12) Ou O |40 pe U.
Ou_ Ou_
ou'  ou’

In acest caz, ecuatiile (1.1) cu conditia (1.2), pot fi privite ca o schimbare
de parametrii pe S. Dupa efectuarea acestei schimbari de parametrii, punctele P si
F(P) vor avea aceleasi coordonate (ul,uz) st aplicatia data de (1.1) se reduce la

(1 1 ) @1 :ul

g’ L
@42 =u’, (ul,uz)DU.

Aplicatia diferentiabili de clasi C*, F:§ -~ S, P - F(P)=P induce o
aplicatie liniard F., ,:T,S - T, 735', X - F,, (X ),X U7,S intre spatii tangente, dupa
cum urmeaza.

Conform Definitiei 4.2, Capitolul 3, X este un vector tangent la o curba
t - (u1 (t),u2 (t)) care trece prin P la ¢ = 0. Definim vectorul tangent £, (X ) ca

fiind vectorul tangent la curba ¢ — (;tl (t),;t2 (t)) care trece prin P lat=0. Invitim

cititorul sa verifice ca intr-adevar vectorul F. (X ) este bine definit (nu depinde de

curba aleasd). Componentele lui X in baza (}TI,E) sunt X' 2%(0), i=12.

Componentele lui F.,(X) in baza (hl,hz) vor fi X :%(0):%%(0)4’

~i ) ~i ~i
0 e (o) 0 90y 00
ou” dt ou ou
scrie matricial in forma

. Asadar aplicatia Fp, :(XI,XQ) - ()~(1,)~(2) se
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% o

U e pdy'D
(1.3) F,(x)=0% 002 o
g %uz ausz’sz

' ou’O

Rezulta imediat ca F, , este aplicatie liniard. Daca [ este corespondentd,
este evident cd £, , este izomorfism liniar. Vectorul 4, are componentele (1,0) iar

vectorul E are componentele (0,1) in baza (hT,E) Folosind (1.3) obtinem

~1 ~2
—\ Ou = Ou =
F, (%) =,

(1.4) S
F., (k) =i

Unei directii tangente du :(dul,duz) fi corespunde prin F,, directia

F.,(du)= (d&l,dif), unde

o 5
(1.5) 0 “ .
%I;tz = aul du' +6L2a’u2.
Ou Ou

Daca F este corespondentd datd de ecuatiile (1.1°), F., se reduce la
aplicatia identicd si formulele (1.3) — (1.5) se simplificd in mod corespunzator.

Definitia 1.3. Corespondenta F:S — S se numeste conforma daca
pastreaza unghiul a oricaror doua directii tangente in fiecare punct P[1S .

Teorema 1.1. O corespondenta F:S - S data prin ecuatiile reduse
(1.1°) este conforma daca si numai daca

(1.6) éy (ul,uz) =A (ul,uz)gﬂ (ul,uz), (ul,uz)DU, L, F 1,2
pentru o functie A:U — R, strict pozitiva.

Demonstratie. Alegem parametrizarea pe S incat liniile parametrice sa fie
ortogonale, adicd g, = 0. Daca F este corespondentd conforma, liniile parametrice

pe S trebuie si fie tot ortogonale, adica §12 =0.
Fie doud directii (dul,duz) si (dvl,dvz) oarecare, ortogonale. Cum F este

corespondenta conforma, imaginile acestor directii prin [, vor fi ortogonale.
Asadar egalitatile urmatoare au loc simultan.
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g, du'dv' + g, du’dv’ =0,
g, du'dv' + g dudv* =0.
gu = Exn

&1 &»
rapoarte. Evident A >0 si desigur putem scrie si g, =Ag,. Asadar au loc

Din acestea rezulta . Notam cu A valoarea comuni a acestor

egalitdtile (1.6). Reciproc, egalitatile (1.6) folosite in formula care da cosinusul
unghiului a doud directii, ne arata ca F datd prin ecuatiile (1.1”) este conforma. m
Egalitétile (1.6) se scriu si in forma

(1.6") <%%> =7\(u1,u2)<%,%>, i =12
unde ~:U - S si h,:U - S sunt parametrizari in care corespondenta F:S — S
este definitad prin egalitatea coordonatelor lui P si P=F (P) .Fie h:U - S onoua
parametrizare a suprafetei S.Sa presupunem ca existd un difeomorfism ¢ :U — U
cu proprietatea ca A, = h o¢ . Pastram aplicatia F in sensul ca acum ea va asocia lui
P(ul,uz) acelasi punct P dar de coordonate curbilinii u = ¢ (u),u= (ul,uz). Daci

F este corespondentd conforma ea continud sd ramana conformad in aceasta noua
reprezentare analiticd iar egalitatile (1.6°) devin

(1.7 o(i-0) o(i-4) =\(u) 2 2
' o' ou’ ’ ou' ou’

>, i,j=12

pentru o functie strict pozitiva A:U — R.
Asadar putem intari Teorema 1.1 in forma

Teorema 1.1°. Fie h:U - S i h:U - S parametrizari de suprafete
elementare S si S. O corespondenta F:S - S este conforma daca §i numai daca
existd un difeomorfism ¢ U - U incat sa aibai loc egalitatile (1.7).

Fie h:U - Il o parametrizare a unui plan [1 iar h:U S o
parametrizare a suprafetei elementare S. Dupa Teorema 1.1° o aplicatie F':I1 - §
este corespondentd conforma daca si numai daca exista un difeomorfism ¢ :U - U
incat sa aiba loc (1.7), egalitati care, in acest caz particular, se scriu

o(hog) a(hop)
ou' ° ou’

(1.8) =A(u' )3, i,j =1,2

1

pentru o functie strict pozitiva A:U — R.
Privim ¢ ca o schimbare de parametrii pe S. Egalitatile (1.8) devin
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(1.8%) g, (u'u?)=A(u'u?)5,, ij=1.2
pentru A:U - R.
Asadar suprafata simpla S este in corespondenta locala conforma sau este

local conformd cu un plan I dacd admite o parametrizare in care forma I-a
fundamentala a e1 se scrie

(1.9) (p(P du u Ju’ gdu %

Definitia 1.4. O parametrizare a suprafe,tez S in care forma I-a
fundamentald are expresia (1.9) se numeste parametrizare izotermd.

Se poate ardta ca existd o infinitate de parametrizari izoterme. Asadar
orice suprafati este local conforma intr-o infinitate de moduri cu un plan. In
particular, sfera S* este local conforma cu un plan. Acest fapt serveste la desenarea
hartilor plane ale unor regiuni de pe globul pamantesc. In aceste hirti se pastreaza
unghiurile formate de elementele corespunzatoare de pe glob.

Definitia 1.5. O corespondenta F:S — S se numeste corespondenti
izometrica sau izometrie daca oricare doud curbe ce se corespund prin F au
aceeasi lungime.

Teorema 1.2. O corespondenta F:S — S data prin ecuatiile reduse
(1.1°) este izometrie daca §i numai daca

(1.10) §U (ul,uz) =g, (ul,uz), (ul,uz) uu, i, F 1,2.
. B = ()
Demonstratie. Fie o curba C pe S de ecuatii [J

g’ =u’(¢), 10[0,7]

care pleaca din Py la ¢t = 0. Arcul de curba F,P (t) are lungimea

, curba

+2g, ———+ dt
gll%% 8 di dr gzz%?%

! Da’ulD2 du' du’ Ddu2D
)= J

iar arcul corespunzator lui pe S, daca F este izometrica, are aceeasi lungime / (t) ,

cu expresia

+2 dt .
gn%}% 8o i dl‘ gzz%;%

Prin derivarea functiei ¢ — l(t), dupd o ridicare la patrat obtinem

l() It\/~ Eb’uDz ~ du' du ~ Da’uzD

egalitatea
Cdu' [f 9 du' a’u DduZD ~ 0 a’uﬂ ~ deL;D dil3 ?
gll%% 88— i dt gzzD_D gllﬂﬂ 2g, di dr g% AdEf )
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, Odu' du’ 0O SO
care are loc pentru orice pereche DE’?D' Rezultd cd in mod necesar au loc
U U

egalitatile (1.10). Reciproca este imediata. m
Similar cu Teorema 1.1’ se justifica urmatoarea forma mai tare a Teoremei
1.2.

Teorema 1.2°. Fie h:U - S i h:U > S parametrizari de suprafete
elementare S §i S. O corespondenta F:S — S este izometrie daca si numai daca
exista un difeomorfism ¢ :U — U incdt sa aiba loc

(1.10) dGQRIG :<a_h Ok > i j=12.

ou' ~ ou’ ou' ou’ -

Pe baza formulei (1.4), Teorema 1.2 se poate reformula astfel.

Teorema 1.3. O corespondenta F:S - S data prin ecuatiile reduse
(1.1°) este izometrie daca si numai daca aplicatia tangenta este izometrie de spatii
vectorial euclidiene, pentru orice PSS .

Doua suprafete intre care existd o corespondentd izometrica in sensul de
mai sus se vor numi local izometrice pentru ca toate consideratiile precedente au
fost de naturd locala. De exemplu, o suprafata S este local izometricd cu un plan
daca admite o parametrizare in care forma I-a fundamentald a ei are expresia

2 2
@(P,du)= (dul) +(du2) )
Doua suprafete local izometrice au local aceeasi geometrie intrinseca.

§2. Suprafete de curbura constanta

Fie o suprafata S de curbura constantd K,. Dat un punct PSS si o
geodezicdi C care contine P, se poate introduce o parametrizare numitd
semigeodezica in care liniile parametrice v = constant sunt geodezice (v = 0 este C)
iar liniile parametrice # = constant sunt ortogonale pe acestea. Rezulta cd in aceasta
parametrizare forma I-a fundamentala se scrie

2.1 (p(u,du)=du2 +G(u,v)dv2.
Mai mult, parametrizarea semigeodezica se poate alege astfel ca
(2.2) G(0,v)=1, ‘Z—G(o,v) =0.

u

Daca se calculeaza expresia curburii totale in parametrizare semigeodezica
se obtine

%
|3

(2.3) K (u,v)

L
B JG ou
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Conditia K = K se poate pune in forma

2
(2.4) 4 a“ G +K,NG =0,
u

pe care o privim ca ecuatie diferentiald de ordin 2 cu coeficienti constanti in

necunoscuta VG functie de u, cu v ca parametru.
Distingem trei cazuri.
1. Ky = 0. Solutia generala a ecuatiei diferentiale (2.4) este

\/5 =q (v)u +c, (v)

Pentru u = 0, obtinem c, (v) = 1 pentru ca (\/5 )(O,v) =1. Prin derivare in raport cu

aJ_ J—

u a solutiei generale, obtinem ¢, (v) . Dar dupa (2.2), ( ) 0.

Rezultd ¢ (v) = 0. Asadar 1n conditiile 1n1‘;1ale (2.3), ecuatia diferen‘,uala (2.4) are

solutia JG= 1. Rezulta ci in parametrizarea geodezica folosita, forma I-a
fundamentald a suprafetei S este (p:(aht)2 +(a’v)2. Conchidem ca S este local

izometrica cu un plan. Acesta este un motiv pentru care suprafetele cu K = 0 se
numesc §i local plane sau local plate.

1 . T .
2. K, :F >0. Solutia generala a ecuatiei diferentiale (2.4) este

JG = ¢ (v)cosi +c, (v)sini.
R R
Conditiile initiale (2.2) conduc la ¢ (v) =15ic (v) = 0. Rezultd ca in acest caz
forma I-a fundamentala a suprafetei S se scrie astfel
O oull
2.5 =du’ +tos’ —dv’.
(2.5) ¢ Fpos” 20

Se stie ca forma I-a fundamentald a unei sfere de raza R in reprezentarea data de
meridiane si paralele are exact forma (2.5). Teorema 1.2° din §1 ne spune ca

o - oo 1 . .
suprafetele S de curburd constanta pozitiva e sunt local izometrice cu sfera de

razd R. Deci sfera este, in sensul descris, un model standard pentru suprafetele de
curburd constanta pozitiva.

3. K, = L <0. Solutia generald a ecuatiei diferentiale (2.4) este
0 R2 H b b

JG = ¢ (v)ch%+c2 (v)sh%.
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Conditiile initiale (2.2) ne dau ¢ (v) =151 ¢ (v) = 0. Ca atare, forma I-a

fundamentala a suprafetei este in acest caz
U > ull
2.6 =du’ +rh’ —dv’.
(2.6) @ ELE

Exista si aici o suprafata care serveste ca model standard pentru toate suprafetele de
curburd negativa constantd. Aceasta se numeste pseudosferd si se poate da prin
ecuatiile

=alu

(
=a(

cosv,

u

=b(
unde a( ) ch— si b J' ,/ —sh2§ dt . Rezulta

g, =a"”(u)+b"(u )_RL hz%ﬂ ! —s

)
)SlIlV

(2.7)

) u
5, =051 g, :ch2E

Deci forma I-a fundamentald a pseudosferei in parametrizarea (2.7) (care
este semigeodezicd) coincide cu (2.6). Curbura totald a pseudosferei, calculata dupa

1 . g - 9 .
formula (2.3), este —F. Asadar orice suprafata de curbura constantd negativa este

local izometrica cu o pseudosfera.

In concluzie, putem spune c, prin cele trei cazuri analizate, suprafetele de
curburd totald constantd sunt local complet clasificate. Cele de curbura totalda zero
au local geometria intrinsecd a unui plan, cele de curbura totala constanta pozitiva
pe a unei sfere, iar cele de curbura constanta negativa pe cea a unei pseudosfere.

§3. Suprafete de rotatie si suprafete elicoidale

Intuitiv, o curba care se deplaseazd in spatiu descrie o suprafata.
Consideram deplasarea particulard care constd din rotirea unei curbe in jurul unei
drepte. Suprafata astfel obtinuta se numeste suprafata de rotatie. Punctele curbei vor
descrie cercuri cu centrele pe dreapta, situate in plane perpendiculare pe dreapta,
numitd axa de rotatie. Aceste cercuri se numesc paralele ale suprafetei de rotatie.

Planele prin axa de rotatie vor intersecta suprafata de rotatie dupa curbe
numite meridiane ale suprafetei de rotatie. Paralelele si meridianele formeazad o
retea si ca atare pot fi folosite pentru parametrizarea suprafetei. Este clar ca
suprafata de rotatie poate fi ganditd ca suprafata obtinutd prin rotirea unui meridian
in jurul axei de rotatie.
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Alegem un reper Oxyz in E’ incat axa Oz si coincidd cu axa de rotatie si
consideram meridianul din planul xOz. Aceastd curba are o reprezentare
parametrica de forma

(3.1 x=¢(u),y =0,z = (u)
cu ¢” (u) + (u) >( pentru u D(a,b).

Un punct oarecare al suprafetei obtinuta prin rotirea curbei de ecuatii (3.1)
in jurul axei Oz are coordonatele M (¢ (u)cos v,@ (u)sin v (u)) ,unde v[J (0,27‘[)

este unghiul rotatiei care duce punctul M, (¢ (u),O,L,U (u)) de pe meridian in
punctul M, cf. Fig. 26.

Az

=Y

Fig. 26

In particular, curba meridian poate avea reprezentarea expliciti cu, de
exemplu, () (u) =u, u=20 si  atunci  coordonatele lui M  sunt

(u cosv,usin v,/ (u)),u =0.

Aceste consideratii sugereaza
Definitia 3.1. Se numeste suprafata de rotatie o suprafata care admite o
reprezentare de forma
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[k =ucosv
(3.2) [V =usinV
Ez =y (u), u>0,vUR.
Am impus conditia # >0 pentru a ne asigura ca (3.2) este o suprafata in
sensul considerat in Cap. 3.
Intr-adevar, avem

(3.3) hj=(cosv,sinv,¢l'(u)),E :(—usinv,ucosv,O)

si hTXE‘ =u2(1 + '2) #0 daca si numai daca u 2 0.

Geometric, inegalitatea u #0 revine la conditia cd axa de rotatie nu
intersecteazd meridianele suprafetei de rotatie.
Vectorul normal unitar este

—_ |:| w'
N(uv)=—2
(u,v) ﬁ' v

w '
[1 'HI/ 12
Ecuatia planului tangent este

(3.5 xp'cosv+y'sinv—z + —' =0.
Ecuatiile normalei la suprafata de rotatie sunt
X =ucosv+Ay 'cosv

(3.6) y=usinv+AY 'sinv
z=y(u)-A, AOR

O

1
Ve

(3.4) cosV, — sinv,

Are loc
Propozitia 3.1. Normala la suprafata de rotatie S intr-un punct P coincide
cu normala principald a curbei meridian prin P.

Demonstratie. Curba meridian prin P(u,vo) are ecuatia v = vy sl privita
ca o curba in spatiu are ecuatiile (3.2) cu v = vy. Un calcul direct aratd ca normala ei
principald in P are directia data de (L[I 'cos Vv, 'sin vo,—l), unde ' este calculat
pentru v = vy.

Se poate rationa si astfel. Curba meridian este plana. Ea se afld in planul
determinat de P si Oz, plan osculator al ei. Normala principala prin P este unica
dreaptd perpendiculard pe tangenta in P la curba meridian si continutd in planul

osculator (P, Oz). Pe de alta parte, normala la S in P, de ecuatii (3.6), trece prin P,
este perpendiculara pe tangenta la meridian in P si este continutd in planul (P,0Oz)

pentru cd directia ei data de ((,U 'cos v, 'sin v,—l) este perpendiculard pe directia
normald la acest plan data de (sinv,—cosv,O). Deci ea coincide cu normala

principald a curbei meridian. m
Coeficientii primei forme fundamentale sunt
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(3.7) E=1+y"”, F =0, G =u’.
Coeficientii celei de-a doua forme fundamentale sunt
(3.8) L=—¥" om0 n=_t¥_

Meridianele si paralelele formeaza reteaua liniilor parametrice. Cum F = 0
si M = 0 aceasta coincide cu reteaua liniilor de curbura ale suprafetei. Deci

Propozitia 3.2. Liniile de curbura ale unei suprafete de rotatie sunt
meridianele §i paralelele ei.

Liniile asimptotice sunt date de solutiile ecuatiei diferentiale

(3.9) " (du) +wp(av)’ =0,
Rezulta 4 =% v si v=c iI —w—du , unde ¢ este o constantad de
du wy' uy'
integrare.

Curbura totala este data de

(3.10) K :&2.
u(1+L[I'2)
Curbura medie H are expresia
1 I]l" w" [I
(3.11) H=— + :
JI+yg 2 B 1+y®

Daca vom considera pe meridianul generator un punct de inflexie Py, vom
avealy "(u) =0 1n toate punctele cercului paralel descris de Py si deci In aceste

puncte K = 0.

Asadar are loc

Propozitia 3.3. Curba paralel generata de un punct de inflexie de pe
meridianul generator este formata din puncte parabolice ale suprafetei.

In demonstratia Propozitiei 3.2 am notat ci normalele unei suprafete de
rotatie in punctele unui meridian sunt continute in planul osculator al curbei
meridian. Dupa Propozitia 3.3 din Cap. 4 rezulta

Propozitia 3.4. Curbele meridian ale unei suprafete de rotatie sunt
geodezice.

Stim ca prin fiecare punct al unei suprafete trec o infinitate de geodezice,
cate una in fiecare directie in acel punct. Asadar meridianele nu sunt singurele
geodezice ale unei suprafete de rotatie.

Pentru a determina si alte geodezice trebuie sa folosim ecuatiile
diferentiale (3.2) din Cap. 4 ale geodezicilor unei suprafete.
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. ) 1
In cazul de fa‘,[ﬁ avem g, :1+L,U2,g12 =85 :09822 :uZ 51 gll :W’
1 .. ) .
g? =g’ =0,g” =— , coeficientii Christoffel sunt dati de
u
11 :%’ riz =0, rlzzz_#
(3.12) 1
r121 =0, r122 == I_;z =0

iar ecuatiile diferentiale ale geodezicilor sunt

Liu " d
B_Z w 4 2 Dd” - 2 _V =0
s 1y 1+ s 1+ d
2
Wy, 2dudv
ds>  u ds ds
unde ', " sunt calculate in u (s)

Stim ca meridianele v = v sunt geodezice Ecuatia a doua din (3.13) este

W'y Dduld

B =0, ecuatie care

(3.13)

identic verificatd dar prima se reduce la —+
ds> 1+ " Ods

permite sd calculam legdtura intre parametrii u §i s (lungime de arc) pe meridiane.
Ecuatia a doua din (3.13) are o consecintd interesanta.
Propozitia 3.5 (Clairaut). Fie a marimea unghiului dintre o linie
geodezica §i o curba paralel intr-un punct P. Atunci produsul ucosQ este constant
pe geodezica.

Demonstratie. Fie Eﬂﬁ,d—vﬁ directia geodezicii. Directia curbei paralel
s

este (0, a’v) iar formula de calcul pentru cosa da, in acest caz, avand in vedere ca

vectorul tangent geodezicii are lungimea 1, cosa =+G— —ud—v si deci
s
d d d’ du d Dd 2 du dvl
ucosa =u2—v.Rezulté —(Ltcosor):u2 ;} 2u auav _ 2D—V+—_u_vD

ds ds ds ds ds 0Ods®  u ds ds]

Deci ucosa =constant pe geodezica. m

O miscare putin mai complicata a unei curbe in spatiu este una care consta
in rotirea curbei in jurul unei drepte si simultan translatarea ei in lungul aceleasi
drepte cu o lungime proportionalda cu unghiul de rotatie. Daca luam curba
generatoare de ecuatii

(3.14) x=u,y =0,z =) (u), u >0
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si ca axa de rotatie Oz, ecuatiile suprafetei obtinute prin miscarea descrisd, numita
miscare elicoidala, sunt

[k =ucosv
(3.15) E[y =usinvy
E{z:w(u)+av, u >0,a OR.

Suprafata reprezentata prin (3.15) se numeste suprafata elicoidala.
Recomandam cititorului sa calculeze elementele geometrice ale acestei suprafete.

§4. Suprafete riglate si suprafete desfasurabile

Fie in E7 raportat la reperul R = Oxyz o curba C de ecuatie
r=a(u), u00 R, a'(®) Opel.
Consideram prin punctul ei 4 (uo) o dreapta de vector director b care se
poate lua de lungime 1. Sa presupunem ca b depinde diferentiabil de u, adica avem
Z;(u) cu Bz (u) =1. Cand u parcurge /, dreapta datd initial in A4 variaza si descrie,

intuitiv vorbind, o suprafata in E’, cf. Fig. 27.
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Un punct P de pe aceasta suprafatd are vectorul de pozitie Zz(u) +vb (u)
cu vR . Aceste consideratii sugereaza

Definitia 4.1. Se numeste suprafata riglati (sau simplu riglata) suprafata
care admite o reprezentare parametrica de forma

(4.1) F=a(u)+vb(u), b (u) =1, u 010 R.

Avem: E :&'(u)+vb'(u), r, :l;(u)

Pentru ca suprafata riglata (4.1) sa fie suprafata in sensul dat in Cap. 3
trebuie sa limitdm (u,v) la un domeniu din R2 in care

(4.2) %1 + vb be

In continuare vom con51dera si studia suprafetele riglate de ecuatie (4.1)
care satisfac conditia (4.2). Curbele u = constant sunt drepte. Ele se numesc
generatoarele suprafetei. Curba C se numeste curba directoare a suprafetei riglate.

Ecuatia planului tangent la suprafata riglata (4.1) este

4.3) (; ~a (u) —vb (u),a'(u) —vl;'(u),l;(u)) =0 (produs mixt).

Propozitia 4.1. Planul tangent la vriglata intr-un punct contine
generatoarea prin acel punct.

Demonstratie. Generatoarea prin P (u,v) are directia B(u) Directia

normala planului tangent este dati de vectorul 7(u,v)= El u)+vb'( Exb

Vectorul ﬁ(u,v) este perpendicular pe l;(u) oricare ar fi v. Deci planul tangent

prin P (u,v) contine generatoarea prin acest punct. m

Dupa Propozitia 4.1 planele tangente la riglatd in punctele unei
generatoare formeaza un fascicol de plane care are generatoarea ca dreaptd de baza.
Ne punem problema de a gasi conditii in care acest fascicol se reduce la un

plan. Pentru aceasta este necesar si suficient ca vectorul n(uo,v) sa aiba directie
fixa cand variaza v. Dar aceasta se intampla daca si numai daca

(4.4) ﬁ(uo,v)X%(uo,v)=0.

Dupa un calcul fara dificultdti, in care se foloseste formula dublului
produs vectorial, se obtine ca egalitatea (4.4) este echivalenta cu

4.5) (Zz '(u),l; (u),l;'(u)) =0 (produs mixt).

Definitia 4.2. O suprafata riglata cu proprietatea ca planul ei tangent este
fix cand punctul de contact cu suprafata descrie o generatoare arbitrara se numeste
suprafata desfasurabila.

Consideratiile ce preced aceasta definitie justifica
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Propozitia 4.2. O suprafata riglata de ecuatie (4.1) este desfasurabila
daca i numai daca are loc (4.5).

Conditia (4.5) ne permite sd identificim toate suprafetele desfasurabile.
Incepem prin a nota ci (4.5) are loc daca l;'(u) =0 adica b este un versor constant
(nu depinde de ). In acest caz generatoarele sunt paralele intre ele.

Definitia 4.3. Se numeste suprafata cilindricd (generala) suprafata
riglata cu generatoarele paralele intre ele.

Asadar suprafetele cilindrice sunt riglate desfasurabile. Conditia (4.5) este

satisfacuta si atunci cand bxb'=0, conditie care ne spune cd vectorul Z;(u) are
directie fixd. Geometric aceasta inseamnd ca generatoarele suprafetei riglate sunt
paralele intre ele deci suprafata este cilindrica.

Presupunem b(u)xb'(u) #0. Conditia (4.5) are loc daca

(4.6) Zz'(u)=a(u)l;(u)+ﬁ(u)l;'(u),
cu functiile a si [ unic determinate, fara a fi simultan nule.
Daca (8 (u) =0, din (4.6) rezulta ca B(u) este coliniar cu Zz'(u), cu alte

cuvinte generatoarele riglatei sunt tangente la curba directoare C. Apare ideea ca
printre riglatele desfasurabile sunt cele care au generatoarele tangente la o curba nu
neaparat curba directoare. Observam ca ecuatia

(4.7) F=a(u)+v(u)b(u), b (u) =1
reprezintd o curba pe riglata (4.1) care intersecteaza toate generatoarele suprafetei.
Avem: r'= a'(u) +v'(u)5(u) +v(u)5'(u) .
Conditia ca generatoarele suprafetei sd fie tangente la curba (4.7) este sa
existe o functie u — A (u) incat

(4.8) Zz'(u)+v'(u)l;(u)+v(u)l;'(u) :A(u)l;(u)
Sa presupunem ci are loc (4.6), adica riglata este desfasurabila. Inlocuim
Zz'(u) din (4.6) in (4.8). Obtinem o combinatie liniard de vectori b si b' care sunt

liniar independenti, deci coeficientii combinatiei liniare trebuie sa fie nuli, adica

(4.9) a+v'-A=0,8 +v =0.
Rezulta v'=-" si
(4.10) A=a-B'.

Asadar daca riglata este desfasurabild, adica (4.5) are loc in virtutea
presupunerii (4.6), generatoarele riglatei sunt tangente la curba de ecuatie (4.7).

Daca se intdmpla ca A determinat prin (4.10) este zero, atunci curba (4.7)
degenereaza la un punct prin care trec toate generatoarele.

Definitia 4.4. Suprafata riglata ale carei generatoare trec printr-un punct
fix se numeste suprafata conica (con generalizat).
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Am aratat astfel ca singurele suprafete riglate desfasurabile sunt:

- planele,

- suprafetele cilindrice,

- suprafetele conice,

- suprafetele riglate ale caror generatoare sunt tangente la o curbd

numitd muchie cuspidala.

Observatie. Am considerat separat suprafetele plane dar ele sunt evident
cazuri particulare ale celorlalte trei categorii de suprafete desfasurabile.

Fie din nou suprafata riglatd de ecuatii (4.1) cu conditiile (4.2).
Coeficientii primei forme fundamentale sunt

(4.11) E=a”(u)+2v(a'(u),b'(u)) +, F =(a'(u),b(x)),G =1,

-2
pentru ca b (u) =1.

Generatoarele suprafetei ca drepte vor fi asimptote. Cum ele formeaza o
familie (prin fiecare punct al suprafetei trece o generatoare i numai una), urmeaza
ca ele constituie una din cele doud posibile familii de asimptote ale suprafetei.
Generatoarele sunt de ecuatii # = constant, adica du = 0. Dar pentru ca directiile (0,
dv) sa verifice ecuatia liniilor asimptotice trebuie ca in mod necesar sa avem N = 0.
Faptul se confirma i prin calcul direct pentru ca avem

Fou =Zz"(u)+vl;"(u),;uv :l;‘(u),;w =0.

Asadar coeficientii celei de a doua forma fundamentala sunt

L= (@) 0B (0. B(0). () #95°(0)),

A

(412) M =—=(a () +95'(u). b (u). 5 () =—=(a' (). () B (u))
NI B A B ’

N =0,
unde A=E-F?.
Curbura totala este data de formula
-M?
(4.13) K=

Cum E—-F* >0 si M este dat de (4.12), avand in vedere (4.5), rezulti
Propozitia 4.3. Pe o suprafata riglata curbura totala K (u,v) <0. Ea este

egald cu zero daca suprafata este desfasurabila. Punctele unei suprafete riglate
sunt hiperbolice sau parabolice §i sunt numai parabolice daca suprafata este
desfasurabila.

Intarim Propozitia 4.3 prin

Teorema 4.1. O suprafata fara puncte planare are curbura totala K =0
daca si numai daca este riglata desfasurabila.
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Demonstratie. Dupa Propozitia 4.3 pentru orice riglatd desfasurabila
avem K =0. Reciproc, fie o suprafatd cu proprietatea K =0. Alegem o
parametrizare incat liniile # = constant sa fie asimptote. In aceastd parametrizare

avem N = 0 si din LN —M?> =0 rezulti ci M = 0. Prin ipotezd L # 0. Asadar avem
<N,a> =0 si <N,a> =0. Prin derivare partialda a egalitatilor <N,17u> =0 si
<N,Z> =0 obtinem <Vv,a> =0, <ﬁu,a> =0 si <ﬁv,17v> =0. Cum N, este
perpendicular si pe N, in mod necesar Vv =0, deci N depinde numai de u, adica
N (u,v) = N (u).

Din <Z,N> =0 si <Z,Vu> =0 rezultd ca 7, este coliniar cu Nx N, adica
r :f(u,v)(ﬁ XE) pentru o functie f:D O R’> R.

Prin integrare in raport cu v obtinem

(4.14) ;(u,v) =Zz(u) +Vl;(u),

- NxN,
cub (u) ==
W]

Asadar § admite o parametrizare de tipul (4.1). Curbele u = constant

(asimptote) sunt evident drepte si constituie o familie de generatoare. Deci S este

si V= (If(u,v)dv)”ﬁ XEH

suprafatd riglatd. Pe o generatoare oarecare u = uy avem N (uo,v): N (uo):

constant deci planul tangent In punctele generatoarei este fix. Asadar riglata S este
desfasurabila. m

Observatie. Ipoteza ca S nu are puncte planare, din Teorema 4.1, este
esentiald. Existd suprafete cu K =0 care nu sunt riglate. Un exemplu este dat la p.
90-91 in [10].

§5. Suprafete minimale

Problema. Data o curba inchisd C in spatiu sa se determine suprafata care
are ca frontierd curba C si arie minima (Fig. 28). Sau sa se gaseasca conditii
geometrice pe care o asemenea suprafatd trebuie sa le satisfaca.
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Fig. 28

Pentru a gési o conditie geometricd pe care trebuie sd o satisfacd o
suprafata care trece prin C si are arie minima, fie o suprafatd elementara de ecuatie

(5.1) r=h (ul,uz), (ul,u2 ) 0A4 multime compacti in R?,
h xh, #£0 pe A.
Imaginea prin 4 a frontierei 04 este curba frontiera C.

Consideram o variatie a acestei suprafete in directie normald numita si
variatie normald, adicd o familie de suprafete reprezentate prin

(5.2) r :E(ul,uz) ::Z(ul,uz) +e¢ (ul,uz)ﬁ(ul,uz),
unde ¢ este o functie reald de clasa C? care se anuleazi pe frontiera 4 (sau pe C).
Aceste suprafete au aceeasi frontiera si la € =0 se obtine suprafata initiald. Pentru
|£| suficient de mic, E reprezintd intr-adevar o suprafata pentru ca avem formulele:

oh, _— S —
a_ui:hi +£¢,1N+E¢N1,
O . —
672:]”2 +5¢,2N+5¢N2,

care ne dau coeficientii formei [-a fundamentale

£ — ah—; aE — AN
<20 ) =a, vep () s, 5

+e¢ <Vl,hj> +52¢2<V1a]’72> =g, —2£9b, +0(‘92)’

dupa calcule si prin folosirea formulelor lui Weingarten.
Continuam calculele si obtinem:

0 = gfg5, ~(85) =0-260 (g1 ~280h, +8uuh)
+0(32) = A-4epNH +0(52) =1 ~4epH) +0(€2),

unde H este curbura medie a suprafetei.

i

(5.3)
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Rezultd ca pentru |£| mic, A® >0 cu ¢ arbitrar.

Fie O (8) :gv I du'du? aria suprafetei data de &, . Pentru ca suprafata
data de &= h: sa fie de arie minimd, o conditie necesard este ca sd aiba loc

do ()

=0 (teorema lui Fermat).

£=0

Evaluam cal,_a . Avem:

€ £=0
AN 1 dnE
. —J] 1z S:Oa’ulduz —J;J'm P

Impunem conditia (5.4), alegem ¢ = H si obtinem, HH 2JDdu'du® =0,
A

do
de

(5.3)
du'du® = —ZJ](ISHx/Zdulduz .
=0

relatie care are loc daca si numai daca H = 0. Asadar are loc
Teorema 5.1. O conditie necesara ca aria suprafetei (5.1) sa fie mai mica

sau egala cu ariile suprafetelor E date de orice variatie normala (5.2) cu

=h

04

—

h este anularea curburii medii H a suprafetei (5.1) pe A\0A.

o4
Definitia 5.1. Suprafetele pentru care curbura medie H = 0 se numesc
suprafete minimale.

£

Observatie. Conditia H = 0 ne spune ca suprafata s datd de (5.1) este
“punct stationar” intre suprafetele E Se poate ardta ca suprafetele cu H = 0

minimizeaza aria doar local. Dar Definitia 5.1 se foloseste in forma generald, data
mai sus.



CAPITOLUL 6

Curbe: Probleme

6.1 Enunturi

6.1 Folosind formula lungimii de arc si ecuatiile parametrice ale unei drepte
in spatiu sa se obtina formula distantei dintre doua puncte din spatiu.

6.2 Folosind formula lungimii de arc si ecuatiile parametrice ale cercului
centrat in origine de raza R sa se obtina expresia lungimii cercului.

6.3 Se cere lungimea pe [0,27] a cicloidei: 7 : R — IR? 7(t) =
R (t —sint,1 —cost), unde R > 0 este o constanta data.

6.4 Se cere lungimea arcului de curba (0, g) pentru astroida: 7 : IR —
IR*7 (t) = R (cost,sin®¢).

6.5 Pentru spirala logaritmicd: 7 : IR — IR?,

7(t)=R (ekt cost, e* sin t) , R,k > 0 constante, se cer:

(i) s se arate ca unghiul dintre 7 (¢) gi 7 (¢) este constant,

(ii) daca notdm [, lungimea arcului de curba (2nm,2(n+1)7) sa se
arate ca raportul aZ;q este constant.

Aceste proprietiti caracterizeaza spirala logaritmica iar ultima propri-
etate arata ca spirala logaritmica este un exemplu de fractal!

6.6 Fie functia f : I = (a,b) — IR de clasa C*,k > 1 si curba grafic:
7:I — R:7(t) = (t,f(t)). Sa se obtina formula lungimii curbei grafic

b
L(f) = [\/1+4 (f(t))*dt. Aceasti formuli apare in Manualul de Analizi

a
Matematica, clasa a XII-a.
6.7 Pentru curba 7 (t) = e’ (sint, cost, 1) s se arate c tangenta, normala
principala si binormala formeaza fiecare un unghi constant cu axa Oz.

130



CAPITOLUL 6. CURBE: PROBLEME 131

6.8 Se cer punctele curbei 7 (t) = (2t —1,83,1 — t2) in care planul oscu-
lator este perpendicular pe planul 7 : 7z — 12y 4+ 5z = 0.
6.9 Se cer curbele 7 (t) = (z(t),y (t),z(t)) pentru care tangenta este
paralela cu vectorul (y (t)z (t),z (t) (x (t) — 1),y (t) (x () — 1)).
6.10 Sa se arate ca tangentele la curba 7 (t) = (a cost, —asint, bet) in-
tersecteaza planul xOy dupa un cerc.
1

6.11 Se cer punctele curbei 7 (t) = (;, t,2t% — 1) in care binormala este

perpendiculara pe dreapta d : { Z;_—yz:—oo .
6.12 Se cer punctele curbei 7 (t) = <%, —%,ﬂ) in care tangenta este

paralela cu planul 7 : 3z — 2y — 2z — 1 = 0.

6.13 Sa se arate ca locul geometric al punctelor de intersectie dintre
planul Oy si tangentele la curba 7 (t) = (t,t2,t3) este o conica C'. Sa se
arate ca C' este infaguratoarea dreptelor de intersectie dintre planul xOy si
planele osculatoare la curba data.

6.14 Sa se arate ca planele normale la curba 7 (t) = (sin2 t,sint cost, cos t)
trec prin origine.

6.15 Se cer unghiurile dintre axele de coordonate si tangenta la curba
7(t) = (t —sint,1 — cost,4sin &).

6.16 Se cer ecuatiile tangentei si planul normal la curba data implicit

) T=Y

2
6.17 Se cere planul osculator in punctul M (1,1, 1) la curbal : { 32 _

6.18 Pentru curbele urméatoare se cer versorii reperului Frenet, curbura
sl torsiunea:

() 7: R — R37 (t) = (1,t, %)

(ii) (elicea circulard) 7 : IR — IR®,7(t) = (acost,asint,bt) cu a,b > 0
constante

(i) 7: Ry, — R3,7 () = 4

iv) 7 Ry — IR, 7 (t) = (2t,Int,¢>
t,t%, 2t3)

3 ):(t—sint,l—cost,élcos%)
vil) 7: R — IR?, 7 (t) = (a(sint + cost) ,a(sint — cost) , be™)
ii (t) = (ae' cost, ae’ sint, be') .
6.19 (Curbe Titeica) O curba 7 : I — IR? se numeste curbd Titeica daca
)

functia f (t) = CP(O;#“” este constanta, unde

=T
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d (O, mosc (t)) este distanta de la originea O la m,s. (t)=planul osculator
in 7 (¢) iar 7 (t) este torsiunea in 7 (¢). S& se arate ca:

(r, 7.7
(?/’ ?//’ ?///) :

f(t) =
Sa se arate ca urmatoarele curbe sunt curbe Titeica:
) 7)= (3 5.5, t>0
(ii) 7 (t) = (e, e cos (V/3t) , e’ sin (V/3t)).
6.20 Sa se arate ca urmatoarele curbe sunt curbe plane si se cere planul
osculator (care le contine):
(i) 7 (t) = (sint,2cos (§ —t), 1+ cost)
(i) 7 (t) = (* — 1,t%,—Int), ¢t € (0,+o0)
(i) 7(t) = (L2 (2t + 1), t (t —2),t (2 +1) = 1).
6.21 Fie f : I — IR de clasa C*,k > 1 si curba grafic 7 : I — IR?, 7 (t) =

(t, f(t)). Sa se arate ca: k(t) = %
(1+(f7 (1))
6.22 Fie o curba plana definita implicit de ecuatia F (x,y) = 0. Sa
2 . 2
se arate ca: k(x,y) = LT ZFIFszy;rFyF” = & __ unde A este
(F2+F2)2 (F2+F2)2
Fiy F:):y F,
determinantul A = | Iy F,y F,
F, F, 0

Folosind aceasta formula se cere:

(i) s& se reobtina curbura cercului de raza R centrat in origine.

(ii) curbura elipsei

(iii) curbura hiperbolei

(iv) curbura parabolei y? = 2px

(v) sa se arate ca daca m = (n1,ng) este versorul normalei atunci avem

urmatoarea formuld pentru curbura: k = % + %—7;2 = divm.

6.23 Aplicatia J : R* — R?, J(x,y) = (—y,z) se numeste structura
complezxa a planului. S& se arate ca:

(i) J este endomorfism liniar al spatiului vectorial IR?

(ii) J? = —Id unde Id este aplicatia identici a lui IR?(aceasti relatie
motiveaza denumirea lui J)

(iii) J este aplicatie ortogonala i.e. < Jp,Jq >=< p,q > pentru orice
p,q € IR?. Cu transformarea ¢ — Jq rezulti ci J este antisimetrici i.e.
< Jp,qg>=—<p,Jg>

(iv) < Jp,p >= 0 i.e. Jp este ortogonal pe p.
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Identificand planul IR? cu multimea numerelor complexe si se arate c:
(v) Jp=+i-p
(Vi) p-g=<p,g>+i<p,Jg>=<p,qg>—i < Jp,qg>.

< < . . 0o -1 . .
Sa se arate cd matricea lui J este J = ( 110 ) si sa se verifice pe
aceasta matrice proprietatile (ii),(iii),(iv).
(vii) De ce sensul orar este opus sensului trigonometric?
6.24 (i) Sa se arate ca pentru o curba pland 7 : (a,b) — IR? expresia

curburii este:

b= OV OO O _ <. () >

(22 (1) + y2 (1)) I eI

(ii) Folosind formula precedenta sa se arate ca pentru o curba parametrizata
canonic, i.e. |7 (s)|| = 1 pentruorice s € (a,b), avem: 7' (s) = +k (s) J7 (s) .
6.25 Folosind formula din exercitiul precedent se cere curbura pentru:

(i) elipsa E : 7 (t) = (acost,bsint)

(ii) hiperbola H : T (t) = (acht, bsht)

(iii) 7 (t) = (cost + tsint,sint — t cost)

(iv) spirala logaritmica,

(v) cicloida,

(vi) astroida.

6.26 Folosind exercrglul 6.22 se cere curbura pentru:

(i) C: a;y =a?

(ii) C — 3+ 2xy = 0 in punctul M (1,—-1)

(iii) C’ Say — 223 = 0.

6.27 Data curba plana C in coordonate polare { v pC.OSQO cup=
y = psing

p (¢) sa se arate ca C are curbura

2P/2+P2 _pp//
k (90) = 3 -
(0% +p?)?

Aplicand aceasta relatie se cere curbura urmatoarelor curbe:

(i) (lemniscata) p = ay/cos2¢
(ii) p = asin® £

(iii) p = asin4ep.

6.28 (Curbe cilindrice) (i) Sa se defineasca si sa se studieze (dupa mod-
elul exercitiului 6.21) curbele cilindrice.

(ii) Sa se determine curbele cilindrice Titeica.
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6.29 (Formule Frenet generalizate) Notdm cu E unul din urmé&toarele
corpuri: R al numerelor reale, C al numerelor complexe, H al cuaternionilor.
Dandu-se numarul natural impar n si o curba in spatiul E™ se cer formulele
Frenet corespunzatoare.

6.30 (Noduri olonome) O curba in spatiu ¢ — 7 (t) se numeste nod
olonom daca exista o functie periodica f : IR — IR astfel incat:

T(t) = (=f (), f (), —f" ().

A) Sa se studieze nodurile olonome si sa se figureze pentru:

(i) f(t) = cost

(ii) f(t) = sint.
B) Sa se studieze cazul cind existd numerele reale a,b aga incat: f” =
af’ +bf.

6.31 (Curbe sferice) Fie in spatiu curba C' : ¥ = 7 (s) parametrizata
canonic si avand curbura k respectiv torsiunea 7.

(i) Fie punctul 7(sg) € C cu 7 (sp) # 0. Sa se arate ca sfera ce trece
prin 7 (sg) si este centrata in punctul

1 k' (S()) -

F(So) + mﬁ(SO) — mb(s())

are contact de ordinul 3 cu C. Aceasta sfera este unic determinata cu aceste

proprietati gi se numeste sfera osculatoare n 7 (sp).
(ii) Sa se arate ca C este situata pe o sfera daca si numai daca are loc

relatia:
T K\
BT (%) :

(iii) Presunpunem C situata pe sfera unitate S? sinotam .J := Det (7,7,7").

Avem atunci:
{ k=1t J?
Cercurile mari sunt caracterizate de J = 0 iar alte cercuri de J =constant.

6.2 Solutii

6.1 Fie punctele distincte M (z1,y1, 21), Ma (x2,y2, 22) si d dreapta care le
uneste. Ecuatia lui d este:
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F(t)=(z1+t(xa—2x1), 1 +t(y2 —y1),21 +t (22— 21)). Punctul M core-
spunde lui ¢ = 0 iar punctul My lui ¢t = 1 deci: d (M7, Ma) = f ™ (¢) ||dt =

j\/('xQ - ‘Tl)Q + (y2 - 91)2 + (22 — Zl)Zdt =

\/(962 —21)’ + (g2 —y1)* + (22— 21)”.
6.2 Cum ecuatia cercului este: 7(t) = (Rcost,Rsint),t € (0,2m)

2T
rezultd: L (C) = f V R?sin?t + R2? cos? tdt = 2nR.

6.3L(C \/R2 1 — cost)? + R2sin? tdt—2Rfsmtdt —4Rcos £[3™ =

8R.
6.4 L(C) = 3R

sin 2tdt =

O w3

\/(cos2 tsint)? + (sin? t cos t)2dt = 2R

w3

3 5 _3
—4Rcos2t|§ = 5R.

Fig.1 Astroida cu R =3

6.5 (i) 7 = ReM (kcost — sint ksint + CObt) 7l = Re"“t\/k2 + 1, ||7|| =
ReF i deci cos4 (7,7) = deoarece < 7,7 >= R%ke?*

\/kT
2(n+1)w
(i) ap = RVE2+1 [ eFdt = LiHR (62(”“)’” — e?7) de unde
2nm

= e“"™ = const > 1.

rezulta: 2ntl — g2k
Qn
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1 1
k==
3 7
6.6 Deoarece 7 (t) = (1, f' (t)) avem imediat concluzia.
6.7 Fie «, 3,7 unghiurile formate de tangenta, normala principala si

binormala cu versorul director k£ al axei Oz. Avem:

Fig.2 Spirala logaritmica cu R =

7 = el (sint + cost,cost —sint, 1), 7 = e’ (2cost, 2sint, 1), ||| = v3e!
7 x 7 = e (cost +sint,cost —sint, —2), |7 x 7| = v6e*
(7 x 7")x7 = e* (3 (cost —sint), —3 (cost +sint),0), || (F x 7) x7|| = 3v/2¢*

de unde rezulta:

_ <k> 1
COS &x = |(|F:H //)— \//3

_ <@ k>
cos f = e = 0

_ <P k> 2
COST= T = V6

6.8 Normala la planul 7 este: N (7) = (7,—12,5) iar normala la planul
osculator este binormala 7 x 7. Avem:

7= (2,33, -2t) ;7 = (0,6t,-2),7 x 7 =2 (3t%,2,6t) .
Din conditia: 0 =< N (7),7 x 7 >= 21t? 4 30t — 24 = 3 (7t* + 10t — 8)
obtinem: t; = —2,t9 = %. Avem:

24 12 66
ﬂosc(l).6x+y—62+20—0,7rosc(2).Eaz—ky—i—?z—@—
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6.9 Avem sistemul diferential:

dr dy B dz
yz  2(z—1) yl@-1)
Din prima si ultima fractie avem integrala: % —r = % +c1, iar din ultimele
doud fractii avem integrala: y? — 22 = ¢y. Prin urmare avem familia 2-
arametrica de curbe C (1, ¢2) : P22 =0
P 1,€2) - y2_22_0220
6.10 Ecuatia tangentei este: £=0S0st — yjfcsgstt = Z;e‘ft. Facand 2 = 0
. = t+sint .
obtinem { 52 Z((((z:(()):t —_i-;rllt)) care este cercul (%)2 + (%)2 = 2 in planul
z0y.
=t
6.11 Scriind dreapta sub forma d: ¢ y = —t rezulta ca vectorul direc-
z =4t

tor al dreptei este @ = (1, —1,4). Deoarece:

1 2
- 1
T = (—t2,1,4t> , T = (t370’4>

rezultd cd vectorul binormalei este: 7 x 7 = 2(2,
<a, 7 x7 >=0=2-— t% - ;% rezultd, ecuatia 3 —
t;1 =ty = —1,t3 = 2 deci punctele P;(—1,—1, 1),P2(%,2,7).

6.12 Normala la 7 este: N (7) = (3,—2,—2) si deci tangenta la curba,
7 (t) = (2t3,—t2,2t) trebuie si fie perpendiculara pe acest vector. Din
< N (m),7 (t) >=0=2t (3t + t — 2) rezulta: t; = 0,t, = —1,¢3 = 2. Dar
in punctul ¢, avem 7 (0) = 0 ceea ce contrazice regularitatea curbei deci
singurele solutii valabile raman ¢, gi t3 cu P (%, %, 1) , P (8%, —8%, %).
‘ si deci intersectia acestei tan-

) . Din conditia

6 _ 1
Rt
t — 2 = 0 cu solutiile:

ozt y—t? a8
6.13 Tangenta este: *5 5 = 3

_ 2t
gente cu Oy este C : { g : 2 . Prin eliminarea lui ¢ obtinem C' : y = %xQ
=3
z—t y— 2 oz —t3
care este o parabola. Planul osculator este 7. : | 1 2t 3t2 =
0 2 6t
x—t y—t> —t3
0 si sa notam cu I'y = 7ose N 2Oy : | 1 2t 3t2 | = 0. La final
0 2 6t

obtinem T : 3y — 3tx + 2 = 0.
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Reamintim ca data familia de curbe Ty : F' (x,y,t) = 0 numim infasurdatoare
F (z,y,t) =0
Fy (z,y,t) =0
implicat = %:p si inlocuind aceasta expresie in ecuatia lui I'; obtinem y = %:pQ
ceea ce voiam.

6.14 Deoarece 7 (t) = (sin2t, cos 2t, —sint) avem planul normal 7, :
sin 2t (a; — sin? t) + cos 2t (y — %sin 2t) —sint (z — cost) = 0 i in final mp,, :
sin 2tx + cos 2ty — sintz = 0. Deoarece termenul liber din ecuatia lui 7,0,
este nul rezulta ca originea apartine planului normal.

6.15 Fie a (t), 3 (t),v (t) unghiul facut de tangentd 7 (¢) cu axele 1, j, k.
Avem: 7 (t) = (1—cost,sint,2cost) si |7 (¢)| = 2 de unde rezulta:
cosa (t) =sin? £, cos B (t) = Lsint, cosy (t) = cos L.

6.16 Cu notatia x = t obtinem y = ¢,z = 2t si deci avem curba C:
7(t) = (t, t, 2t2). Ecuatia tangentei este: 3= = y=t — ZﬁtQ iar planul
normal este Tnop @ @ + 1y 4 4tz — 2t — 83 = 0.

6.17 Mai intai observam ca punctul dat este pe curba. Cu substitutia
y = trezulta: o = 2, z = t* gi deci avem curba C : 7 (t) = (tz, t, t4) cu planul

r—1 y—1 z—-1
osculator mys. : | 2 1 4 = 0giin final mos : 62 —8y—2+3 =
2 0 12

a acestei familii, curba { .In cazul de fata Fy = —3x2+2t =0

F/ = (07 ]‘7t) 7F// = (07 07 1) 7?/// = (07 07 O)
7| = V1+2,7 x7 = (1,0,0), |7 x7|| =1, (7, 7",7") =0

£(t) = L (0,19

b(t) = (1,0,0)

n(t) = 7= (0,~t,1)
_

k(1) = (1412)2

T()=0

(ii)
7 = (—asint,acost,b), 7" = (—acost, —asint,0),7" = (asint, —acost,0)

17| = Va2 + 02,7 x 7' =a (bsint, —bcost,a), |7’ x 7’| = ava2 + b2

(?/, ?//, F///) — a2b
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t(t) = a21 = (—asint,acost,b)
b(t) = \/\/CL;TTI;? (bsint, —bcost,a)
n(t) = (—cost, —sint,0)

k(t) = =4

T(t) = 2ip

Deci curbura gi torsiunea elicei sunt constante (si proportionale).

(iii)

1 1 1 2 2 1 6 2
?/ = 1a ) \[ ,T‘ 0a77_\[ aF”/ =5 07 ) \[ ||7,|| (1+t2)
2 20t T2 t3 12 2 4 2t2

2 2
7 x = @( V2,V282,2t) |7 < 7| = L‘é (1+82), (777" = V2

4¢6

?(t) = 1+t (t27 _17 \/it)
b(t) = 1+t2 ( 17t27\/§t)
ﬁ(t) = 1+t2 (\/ita \/§t7 11— t2)
2
k (t) = (?ﬁzty
o 2/212
| T =—Fay
(iv)
1 1 2 2t2 +1
2,-.2t), 7 =(0,—=.,2),7" = 0 )71 = ! +
Tt 12 t3
—/ —I! 2 2% 2t2 1 I 1 2t2 — I I 8
X = 5 (26,21 < 7 = g (14 26) (7 ) = =
t(t) = g7 (21, 1,2752)
b(t) = 2t21+1 (2¢,—2t2,1)
n(t) = 5 (1 — 262, —2t,21)
k(t) = 5
(2t2+%22
T(t) = C(2241)?
(v)

= (1,2t,2t%), 7" = (0,2,4t) ,7" = (0,0,4) , ||| = 2t* + 1

"x 7 =228, =2t 1), |7 x 7| =2 (22 + 1), (7,7, 7") =8
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() = 5o (1,2t,2t2)

b(t) = 5y (247, -2t,1)
() = 5 (—2t,1 — 22, 2t)
k(t) = (2t2i—1)2

()= (2t211)2

(vi)

t t
¥ = <1 — cost,sint, —2sin 2> 7 = (sin t,cost, — cos 2) ,

I . 1 .t
T = cost,—smt,ismi

t t t t
| b 92t v I3
|7 H—Q\/ist,r X T 2sin 2(81112,0052,1)

t t
|7 x 7| = 2v/2sin’ o (7 7") = sin® 3

t(t) = % (sin%,cos £, —1)
b(t) = —% (sin,cos £, 1)
n(t) = ccl)s%,—sin%,O)
k(t) - 8811’1%

T(t) - 8Si11’1%

(vii)

7 = (a(cost —sint),a(cost +sint), —be "), ||7|| = V202 + b2e2
7 = (a(—sint — cost),a(cost —sint),be ")

7 = (a (sint — cost), s (cost —sint), —be*t) , (F’,?”,F"’) = —4a’pe?

7 x 7" =2a (be ' cost,be”'sint,a), |7 x || = 2av/a2 + b2e—2t
(1(t) = ——L— (a(cost —sint ,a(sint + cost), —be~t
b((t)) = %t (E}@Et cost,be™t )sin tf a) ) )

7 () = 1 ( —a? cos_t — (e + 626*?) sin t,_ )

Va2 022 (a2 +b2e=2) \ (a? + b%e ) cost — a? sint, abe ™!

3
(2a2+b26—2t)§
—t
t) — be

- a2+b26—2t

(
k(t — 2ava?+b%e—?
(
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(viii)

7 = ¢! (a(cost —sint),a(sint + cost),b), 7’ = e (—2asint, 2acost,b)

=

7" = e (—2a (cost +sint), 2a (cost —sint),b),
7 x 7' = ae* (b(sint — cost), —b(cost +sint),2a), (7,7, 7") = 2a°be*
7| = e'/2a2 + 02, |7 x 7| = V2ae? /202 + b2
(t) = \/2% (a(cost —sint),a (sint + cost),b)
+b?
) = Ml W (b(sint — cost),—b(sint + cost),2a)

n(t) = % (— (sint + cost),cost —sint,0)
k(t) = et(2\¢{2§ib2)

be~?
() = o

r—z(t) y—y(t) z—=z(t)
6.19 Avem o5 (t) : | 2/ (2) y' (t) 2 (t) = 0. Notéand
(@) Y ()
A, B, C minorii corespunzatorl elemetelor din linia intai rezulta:

d? (O, Tose (1)) = A(;TTL)CQ siT (t) A(QTQJ:IC)Q de unde relatia ceruti.
(i) Obtinem (7,7,7") = %:?, GRENEOES 1t260’ = _1:70.

Observatie: Curba data se afla pe suprafata Titeica (ii) de la exercitiul
7.31.

(ii) (7,7, 7") = 8- 12V/3,d® (O, mose) = 1223, f = — 23,

6.20 Aratam ca b(t) = ”;iir,,” este versor constant de unde obtinem ca
acea curba este plana si totodata ecuatia planului osculator.

(i) 7 = (cost,2sin (¥ — t),—sint) , 7 = — (sint,2cos (§ —t),cost) , 7' x

7 = (—v2,1,—v2) deci concluzia $1 Tose : V22 —y + V22 — V2 =0.

(ii) 7 = (2t,2t,—1) , 7" = (2,2, t12) 7 x 7 =2(1,-1,0) de unde con-
cluzia si 7TOSC rx—y+1=0.

(iii) 7 = (6% + 2¢,2t — 2,3t> + 1) , 7" = (12t + 2,2,6t) ,7/x7 =2 (3t* — 6t — 1) (1, -1, 2)
de unde concluzia i mosc : x —y — 22 — 2 = 0.

6.21 Avem 7 = (1, f (¢)),7 = (0, f”(t)) si aplicam, spre exemplu,
punctul (i) de la problema 6.24.
6.22 Calcul imediat folosind exercitiul precedent si faptul ca din relatia
o 2
F (1 (0) = 0 remilti ' = 2 si 1 = 22l B

Fy
(i) k(z,y) = —m

4b4
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k _ a4b4

(iii) & (z,y) G raty) ¥ 2

(iv) Folosind functia F (z,y) = 2pr — y? avem k (z,y) = —Z—.
(p*+y?)2

6.23 (i)-(vi) Verificari imediate.

(vii) Datorita punctului (v) putem spune ca sensul trigonometric core-
spunde lui J.

Sensul orar este descris de ceas care este un oscilator armonic. Din legea
a Il-a a dinamicii F = ma cum F = —kx iar @ =7 rezultd ecuatia generala a
oscilatorului armonic: m x +kx = 0 unde k este constanta elastica. Notand
k

pulsatia w = 4/ ecuatia precedenta devine: T +w?z = 0. Dar ceasul are
w = 1 batand secunda si deci ecuatia ce guverneaza ceasul este: £ +z = 0

care se poate scrie, reducand la ordinul intai:

T=1y
Y= —x
sau inca:

#()=(%)=(50)(0)=(7)

dt\y ) \ -z ) \-10 y ) y )

In concluzie ceasul este descris de (—J) ceea ce explica faptul ca sensul orar
este opus sensului trigonometric.

6.24 (i) Se verifica imediat. (ii) Din |7 (s)||> = 1 rezulta prin derivare
< 7" (s),7 (s) >= 0 deci 7’ (s) este vector paralel cu J7 (s) si obtinem ca
factorul de proportionalitate este +k (s).

6.25 (i) 7/ = (—asint,bcost) , 7" = (—acost,—bsint),

k(t) = ab . Spre exemplu, k(0) = %,k (3) = 5.k () =

(a2 sin2 t4b2 cos? t)%

ab -
(=22
i) 7 = (asht,bcht), 7 = (acht,bsht) k() = ——% _ §
(ii) 7 (asht,bcht) , T (acht,bsht) , k (t) EREAREIERE: pre
exemplu, k (0) = —5 si . lirin E (t) = 0 ceea ce confirma faptul ca hiperbola
—=00

are asimptote!
(iii) 7 = (tcost,tsint) 7 = (cost — tsint,sint +tcost) , k (t) = 1
. o e*kt
(iv) k(t) = R\/F
(v) k(1) = TRein T
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Fig. 3 Cicloida cu R =1 pentru t € (—5,5).

1
" 3Rsintcost”

—2a

3
(x2+y2)2

(vi) k =
6.26 (i) k(x,y) =

Fig. 4 Hiperbola echilatera cu a = 2 cu z,y € (-5,5).

(ii) k(1,—1) = 42
_ _aV3

(iii) & (z,y) = Vz(Bet2a)’

6.27 Folosim formula de la exercitiul 6.24 (i) si relatiile imediate

' = pcosp — psinp
y = p'sinp + pcosy
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2" = p’ cosp — 2p' sinp — pcosp
Yy’ = p"sinp+2p cosp — psing
Astfel avem ca 22 + 2 = p? + p%.
(i) k(p) = 24/€os 2¢p

(ii) &k (¢) = m
i) k _ 17415 cos? 4¢
(111) (W) a(1+15 cos? 4@)%

Fig. 5 Curba data cu a = 1si ¢ € (—5,5).
6.28 (i)

A) Curbele cilindrice eliptice au reprezentarea:
7 (t) = (cost,sint, f (t))

pentru f € C* (IR®). Au fost folosite de Gheorghe Vranceanu (1900-1979)
in conexiune cu teoremele Levi-Civita si Fenchel din teoria suprafetelor in:

Vranceanu, Gh., Sur les courbes cylindriques fermées , Rev. Roumaine
Math. Pures et Appl., 21(1976), no. 5, 601-607.

Rezulta:
7 (t) = (—sint,cost, ' (t))
7 (t) — (_ cost, —sint, f/, (t))
= (t) = (Sint, — COS t, f”/ (t))
I7 (1)l = VI+ 720
si deci:
e IO 1

OIS \/m (— sint, cost, f (t)) .
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145
Din: _ _
7 (t) x 7' (t) = | —sint cost  f'(t) | =
—cos —sint [ (t)
— (f” (t)cost + f' (f)sint, f” (t)sint — f' (t) cost, 1)
7 (8) x 7" () | = /14 f2 () + f72 (1)
rezulta:
b(t) = X ! (f"cost+ f'sint, f"sint — f'cost, 1)
T it ’ ’

1 o) —
VeI e
= (f’f” sint — (1 + f’2) cost,—f'f" cost — (1 + f’2) sint,f”)

b (t) = [ S S ¥ o At i
I R VL A S

In determinantul:

—sint cost f
(F/’ ?//’ ?///) — —cost — Sin t f//
—sint —cost f"”

adunam ultima linie la prima:

0 0 =+ 1
(F’,?N,?m) — | —cost —sint f" = f
—sint —cost f"”
ceea ce dé: =l =l = / "
T(t): (T,T‘,T )_ f+f

RERI T CE

Ezxemple. In lucrarea citati la inceputul solutiei sunt date doua exemple:
(1) f(t) = cos2t (pag. 605)

(2) f(t) =sin2t (pag. 607)

B) Curbele cilindrice hiperbolice au reprezentarea:

7 (t) = (cht, sht, f (t)).
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Dupa un calcul analog celui precedent obtinem:

7 (t) = (sht,cht, ' (t)
7 (t) = (cht, sht, f" (

t))
7" (t) = (sht,cht, f" (

)

I (&) | = /ch?t + sh?t + f7 (t)
_ 1
t(t) =
Q V/eh?t + sh2t + f72 (t)
7 x 7' = (f"cht — f'sht, f'cht — f"sht,—1)
7 x 7| = /T4 (F2 + ) (ch®t & sh20) — &' ["chisht

)
)
t

(sht,cht, f' (1))

- 1
b (t) == m (f”Cht - f’Sht, f’Cht - f//Sht, _1)

7117 < 717 () =

" €2t + e—2t /th _ 6—2t>

= (( f2+1)cht — f'f"sht, (f* = 1) sht — f'f"cht, f 5

I P ) (ch®+ sh2) — AF fchisht

k(1)
(ch2t + sh2t + f'2) \/ch?t + sh2t + f72
Din:

sht cht f | sht cht f’
(7,7 7") = | cht sht fr |"ETU e osht =f "

sht cht f" 0o 0 fr_y
rezulta:

f/_f///

T(t) = 1+ (f2 + f2) (ch2t + sh2t) — 4f' f'chtsht’

(i)
A) Avem ca distanta de la origine la planul osculator este:

a(e) — | (f" cost + f'sint) (—cost) + (f”sint — f' cost) (—sint) — f| _

L4
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Presupunem satisfacuta conditia Titeica cu constanta K # 0, deoarece curba
nu este intr-un plan:

P MOES 0
d2 () (f () + 7 (1)

Prin integrare rezulta:

1
f &)+ 17 ()

cu C o constanta reald. Scriem ultima relatie sub forma:

= — (Kt +C)

-1

FrO+FO= e

Dar aceasta ecuatie diferentiala este exact de tipul oscilatorului armonic
fortat (7 forced harmonic oscillator”):

T (t)+x(t) =g (1)

care are solutia generala:
t
x (t) =z (0)cost— z (0)sint + /g (u)sin (u —t) du
0

In concluzie:
O curba cilindrica eliptica este Titeica daca si numai daca:

t

F(t) = f(0)cost— f (O)sint—/

0

sin (u — t)

d
Ku+C b

cu f(0),f(0),K #0,C constante reale.
B) Avem:

| (f"cht — f'sht) (—cht) + (f'cht — f"sht) (—sht) + f|
V14 (f2+ [72) (ch?t + sht) — 4f' f"chtsht
_ (-1
\/1 + (f/2 + f//2) (Cth + Shzt) _ 4f’f”chtsht‘

d(t) =
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Daca avem conditia Titeica:

(1) (f = fm)?
o integrare da:
flf” — (Kt+C)
sau inca: ) 1
F=I=%iye

Folosind identitatea:

0 1 .
. 1 0) [ cht sht
~\ sht cht

rezulta:
O curba cilindrica hiperbolica este Titeica daca si numai daca:

t

B : sh (t + u)
f ()= f(0)cht+ f (0) sht + m
0

cu f(0),f(0),K #0 si C constante reale.
Rezolvarea acestui punct urmareste lucrarea:
Cragmareanu, M., Cylindrical Tzitzeica curves implies harmonic oscilla-
tors, Balkan J. of Geometry and Its Applications, 7(2002), no. 1, 37-43.
6.29 Pe spatiul " avem produsul scalar:

n
E"x E" > (z,y) =< z,y >:Z:1:i§i S

=1

unde am notat x = (;L‘l, e ,:U”) iar prin Z' conjugatul lui z*. Definim atunci

ol = y<m7 >,

In lucrarea:

Wong, Y. C., Frenet formulas for curves in real, complex and quater-
nionic euclidian spaces, Differential geometry in honor of K. Yano, Kinoku-
niya, Japan, 1972, 525-545,

este demonstrata urmatoarea:
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Propozitie. Fie in E™ cun impar, o curba de clasa C*°, parametrizata

canonic C : x = x(s). Presupunem cd vectorii ‘é—"g (s),...,% (s) sunt
liniari independenti pentru orice s. Atunci exista un unic reper ortonormat
{e1,...,en} de-a lungul lui C' satisfacand ecuatiile:
dr __
o
T+ = hier + kies
% = —kie1 + hoeo + koes
[ h
ds —kn—sen_2+ hpn_16n-1 +kn_165
den __
des = —kp—1ep—1 + hyen
unde:
(i) functiile ki (s), ..., kn—1(s) sunt cu valori reale, k1 > 0,... kp—2 >0
(i) functiile hy (s), ..., hy (s) sunt cu valori in E $i au partile reale nule.
Functiile k4, ..., k,_1 se numesc curburi primare iar functiile hq, ..., h,

se numesc curburi secundare.

6.30 A) Avem:
7 (t) = (_f/7 1 _f///)l
7 (t) _ (—f”, f/”,' _f(w))
7 (t) _ (—f”/, f(zv)’ _f(v))
7 x 7 = <f///2 _ f”f(w), f//f/// o f/]c(iv)7 f//2 _ f/f///>
||F/ % F//H2 _ (f///Q o f//f(iv)>2 + (f//f/// o f/f(iv)>2 + (f//2 o f/f///)2

HF/H2 — f/2 +f//2+f///2

NI

(£ = 7 f) o (fr = P (172 = g )]
(2 + 72 + 23
(777" = SO = fRY g (= ) (g7 - )
O (fF7 = F72) + FO(f1f ) (e - )
(72 = frpo)* s (frfr = )t (2=

Ezxemple:
(i) 7 (t) = (— cost, —sint, cost)
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(ii) 7 (t) = (—sint, cost,sint)

Nodurile olonome au fost introduse ca extensie in sensul 2-jeturilor a
functiei periodice f in lucrarea:

Vassiliev, V. A., Holonomic Links and Smale Principles for Multisingu-
larities, J. Knot Theory and Its Ramifications, 6(1997), no. 1, 115-123.

B) Din relatia data rezulta:

"= (a®+0b) f +abf
f(’L’U) — (a3—|—2ab) f/+ (a2b+b2)f
£ = (a* + 30 + b%) f' + (a®b+ 2ab%) f

si deci:
(FI,F”,?/”) —
—f af +bf —(a®+b) f' —abf
= | —af —bf (a® +b) f'+abf — f) =

—(a®+b) f' —abf (a®+2ab) f' + (a®b+b?) f —f@
(prin inmultirea primei linii cu (—a) si adunarea la a doua, respectiv inmultirea
primei linii cu (—a2 — b) si adunarea la a treia)

—f" af +bf —(a2+b)f’—abf
—| —bf by —abf' — B2 f =0
—abf abf’ —a?bf' — ab®f

deoarece ultima linie este egald cu a doua Inmultita cu a. Astfel se explica
faptul ca pentru cele doua exemple de mai sus, in care avem b = —1 gi a = 0,
torsiunea este nula!

Mai general, daca f” = af’ + bf + c, atunci se obtine cu Maple:

(r 7 7“"') = —c [—2ab2f'2 +2a20% f 1 + 2ab3 f2 + cf’ (a4 +v? + 3a2b) + abcf (a2 + 2b)]

ceea ce da prin particularizarea ¢ = 0 cazul precedent.
6.31 (i) Fie m (so) centrul sferei osculatoare. Notand:

m (s0) = ¢ (s0) + at (s0) + B7 (s0) + b (s0)

vom determina «, 3,7. Astfel, derivam functia d(s) =< m —7(s),m —
7 (s) >:
d=-2<m-—7(s),7(s) >
d"'=-2<m-—7(s),7"(s) >+2<7(s),7 (s) >
d"=-2<m-—7(s), 7" (s) >
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Contact optim va fi cand vom avea cat mai multe derivate nule in sg. Avem:
d (s0) =0&<m—T(sg),t(s9) >=0&a=0

d" (s0) =0&<m—T(sg),7" (s0) >—-1=0& pk=1
d" (so) = 0 &< m—7 (s0),7" (50) >= 0 &< m—7 (so) , K n—k*T+k7b >= 0 =
kl kl (80)

Y k=0 = )
T e k2 (s0) 7 (s0)

(ii) Impunem conditia ca functia m (s) definita la punctul anterior sa fie

constanta. Deci:
1 KN\ [r E\7- -
F4-n——b) =|-—(—]|b=0
(”k” k%) [k: (k%”

ceea ce da concluzia.
(iii) Din ipoteza rezultd ca vectorii 7,7, 7 X 7 constituie o baza ortonor-
mata. Avem:
=< T >T+ <T T >T+ <F T X >TXT.

Deoarece: <7",7 >= — < 7,7 >= —1 rezulta: 7' = —7 + J7 x 7" si deci:

=<7 7 >=1+J°

/
- _ 1., _ 1_ 1 o K, ., _
T=—<b,n>=—-< <kr'><r"> ,%7’" >= 13 <7"><r”,r”>+ﬁ <7 xi 7 >=
1 = = — o =/ J!
:—ﬁ<7‘ X7, =T+ Jr X7 >:ﬁ'

Ultima egalitate rezulta din faptul ca 7" este perpendicular pe 7 si in
consecintd 7 x 7" este perpendicular pe 7 x T.

Rezolvarea acestui exercitiu urmareste teorema 2.10, p. 20-22 din:

Kuhnel, W., Differential Geometry: Curves-Surfaces-Manifolds, Student
Mathematical Library, vol. 16, A.M.S., 2002.



CAPITOLUL 7

Suprafete: Probleme

7.1 Enunturi

7.1 Pentru suprafata S : x = u? +u +v,y = v?> +u — v,z = u — v curbele
de coordonate(u=constant respectiv v=constant) sunt curbe plane.

7.2 Sa se arate cd intersectia suprafetelor S1 : x +y+ 2 = 0, Sy :
22 + 2y + 3% = 2 se afla pe sfera S : 22 + y? + 22 = 4.

7.3 Se cere planul tangent si normala la suprafata S : z (:1:2 + y2) =11in

punctul M (1, 1, %)

7.4 Se cere planul tangent si normala la suprafata S : = = 1@:;74—_2273/ —
Z;LU,; y & = 521};1)12 in punctul M (u = ]_, v = 1)

7.5 Se considers curba C' de intersectie a suprafetelor Sy : #2+y?+2%2 =3
(sferi centrat# in origine), So : 222 + 32 — 322 = 0 (con centrat in origine).
Se cere ecuatia dreptei tangente in M (1,1,1) la C.
7.6 Pentru suprafata S:z=u+v,y = u — v,z = uv se cer:
(i) coordonatele carteziene ale punctelor M (u = 2,0 =1), My (u = 1,v = 2)
(ii) sa se stabileasca daca punctele Mz (4,2,3), My (1,4, —2) apartin lui

(iii) ecuatia implicita.

7.7 Pentru suprafata S :x =u? + v,y = u

(i) curbele u = ug # 0 sunt drepte iar curbele v = vy sunt curbe plane

(ii) curba u = v este curba plana.

7.8 Se cere suprafata cilindrica cu generatoarele paralele cu dreapta d si
avand curba directoare C' unde:

(i)d:{x+y+z:0 _{x2+y2+z2:2
r+2y+324+0 " | y=0

2 _ v,z = uv si se arate ci:

(cerc)

152
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. 222 2_2:=0
(u)d:fg:g:;,c;{ R
(iii) d are vectorul director(directia) @ = (2,3,4),
C-{ (=1 + (y+3)°+(z—2°=25
"N or+y—2+2=0
7.9 Se cere suprafata conica avand varful V si curba directoare C' unde:
. f 4yt =4
(1) V(O7O7O)7C . { 132 _22 =1

y v =x
(if) V(0,0,0),C:{ dr+3y+2:~1=0

2 22 _

(i) V (1,1,1),C : { (a +97)" =y
z=0

2 2 2
. Yyttt =4
(iv) V (0, —a,0),C : { Yt z—2=0
7.10 Se cere suprafata conoida:
(i) generata de o dreapta paralela cu planul 7 = 2Oy, ce se sprijina pe

curba C'=axa Oz i dreapta d : { i I_ ;y__o?) —0
(ii) generata de o dreapta paraleld cu planul m = 2Oy, ce se sprijina pe
22 _ 22 —9
curba C'=hiperbola { 4 g =1 si dreapta d : { .
y=2 y=20
(iii) generata de o dreapta paralela cu planul m = yOz, ce se sprijina pe
2
=2
curba C': 4 ° v si dreapta d=axa Ox.

99% = 162
7.11 Fie S o suprafata de rotatie avand axa Oz ca axa de rotatie. Sa se
x = ¢ (u)cosv

arate ca ecuatiile lui S sunt: y = (u)sinv alegdnd curba meridian in
z =1 (u)
z = (u)
lanul 2Oz astfel C' : .
P { 2= ()

Se cere studiul urmatoarelor suprafete dupa algoritmul:

-primele doua forme fundamentale,

-curbura medie si curbura totala,

-linii remarcabile: asimptotice, de curbura, geodezice.

7.12 Planul determinat de punctul My (x,yo, z0) si vectorii necoliniari
a= (a, a2, CL3) ,b= (bl, bs, bg).

7.13 O suprafata de rotatie cu axa de rotatie Oz folosind parametrizarea
din problema 2.11. Cazuri particulare:

(i) cilindrul circular drept cu R raza bazei,
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(ii) curba meridian este parametrizata canonic.
Pentru cazul (ii) sa se studieze cand:
(iii) curbura medie si curbura totala sunt constante?
7.14 Sfera de raza R centrata in origine.
z = 3u+ 3uv? —u?
2.15 (Suprafata Enneper) S : { y = 3v + 3uv — 3
z=3 (u2 - v2)

T =ucosv
7.16 (Elicoidul) S : { y=wusinv cu h >0 o constanta reala.
z = hv

7.17 O suprafata explicita S : z = f (z,y) folosind notatiile lui Monge:
_Of ,_0f . _0f _ 9*f ,_ 0%
P=5:49= 8y7r = 225 = ozdy’ " — 0%y
7.18 (Paraboloidul hiperbolic) S : z = xy.
x = Rsinucosv
7.19 (Pseudosfera) S : { y = Rsinusinv pentru tgg > 0.
z=R (cosu + lntg%)
x = (R+rcosu)cosv
7.20 (Torul) Try : { y= (R+rcosu)sinv cu0<r < R. Torul Ty,
z =rsinu
se obtine prin rotirea cercului de centru (R, 0,0) si raza r din planul 2Oz in
jurul axei Oz.

T = CoSu (1 +vsin%)
7.21 (Banda lui Mébius) S: ¢ y=sinu (1 + vsin¥)
Z=1vcos g
= a (cosu — vsinu)
a(sinu+vcosu) cua,b>0.
b(u+v)
T =wvsinpcosu
7.235:¢ y=wsinpsinu CHQOG(O,%).
Z=1vCcosp
7.24 (Unghiul dintre 2 curbe pe o suprafatd) Fie pe suprafata S doua
curbe avand tangentele dr = r,du + rydv, 6F = ry,du + r,dv intr-un punct
in care se intersecteaza. Definim unghiul ¢ dintre cele 2 curbe in punctul

x
7225:¢ y
z

comun prin:
< dr, 67 >

COSp = —————.
[[drl][o7
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S4a se arate ca:

Edudu + F (dudv + dudv) + Gdvdv
VEdu2 + 2Fdudv + Gdv? - VESuZ + 2Fdudv + Gov?

cosp =

7.25 Pe paraboloidul S : 22 + y? = 2pz se dau curbele Cy : & = y,Cy :
z = a. Se cere unghiul dintre cele doua curbe, cu a, p constante nenule.

T =1u
7.26 Pe suprafata S : Yy=v se cere unghiul dintre curbele
z=u(l+v)

coordonate si unghiurile dintre curba C': u 4+ v = 0 gi curbele coordonate.

7.27 (i) Folosind ecuatiile parametrice de la problema 2.11 sa se obtina
urmatoarea formula pentru curbura totald a suprafetelor de rotatie cu axa
Oz ca axa de rotatie:

¢/ (gplw// _ (70//,17[)/)

K= 2
e () + @)

(ii) Folosind formula precedenta se cer suprafetele de rotatie avand cur-
bura totala constanta negativa.

7.28 Se cere locul geometric al punctelor parabolice ale suprafetei S :

r=u-+v

Y = uv

2z =ud + 3

7.29 Sa se arate ca toate punctele suprafetei S : x+y = 2
lice.

3 sunt parabo-

x = shu
7.30 Sa se arate ca toate punctele suprafetei S : ¢ y = chucosv sunt
z = chusinv
hiperbolice.
7.31 (Suprafete Titeica) O suprafata S se numeste suprafata Titeica
daca:
a) curbura totala K este nenula pe S
b) dK este o constanta unde d este distanta de la origine la planul tangent
in punctul curent al lui S.
Sa se arate:
(i) sfera este suprafata Titeica.
T =1u
(i) S: ¢ y=wv este suprafata Titeica.
1

2= w
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(iii) Pentru o suprafata Titeica avand curbura totald negativa liniile
asimptotice sunt curbe Titeica.

7.32 (Expresii ale curburii totale) (i) Fie o suprafata in coordonate semi-
geodezice( sau coordonate polare geodezice) adica forma I-a fundamentala are

92VG

e . Sa se

expresia ds? = g = dr? + G (r,¢) dg®. Sa se arate ci K = —
studieze cazul K = —1.

(ii) Mai general, sa se arate ca pentru o parametrizare ortogonala i.e.
F =0, avem:

¥ =57 | (70), * (7).
2VEG EG/, EG/,
unde indicele inferior reprezinta variabila in raport cu care se deriveaza.

(iii) (Retele Cebisev) O parametrizare a unei suprafete pentru care g1; =
goo = 1, g19 = cos ¢ se numegte retea Cebisev. Sa se arate ca:

1 9%

K=— .
sin ¢ Qudv

7.33 Fie o suprafata de rotatie de ecuatie S : 22 + y?> = f2(z). Cu
x = f(u)cosv
parametrizarea { y = f(u)sinv sa se arate ca forma I-a fundamentald

z=1u
_ 2 2, ¢2 2. y _ £ (w)

este g = (14 2 (u)) du*+ f? (u) dv? iar curbura totald este K = O N

S4a se studieze cazul K = —1. Sa se calculeze K In cazul sferei de raza R

cand f (u) = VR? — u?.
7.34 Fie o suprafata de rotatie de ecuatie S : z = f (x/xz + y2>. Cu

T = UCosv
parametrizarea { y = usinv sa se arate ca forma I-a fundamentala este
z=[(u)
— 2 24 ,,279,2 < _ 1 d 1 —
9= (1+ [ (u)) du®+u*dv? iar curbura totald este K = T T d (\/1+f/2(u)> =
@' (u)

—*5.~ cu notatia ¢ (u) = W Sa se studieze cazurile K = —1 i K = 0.

7.35 Fie S un domeniu in IR? considerat ca suprafatd si pentru care
forma I-a fundamentald este conform& cu metrica lui IR? adica gij = Eo;j =
e??8;;. Presupunand E = F (r),v = v (r) s se arate ci:

1

K=—3m <E (r) + %E (r)>2 = <v" (r) + %v’ (r)) e .
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(i) Sa se studieze cazul K = —1.
(ii) Se cere K pentru g;; = ﬁéi]’-

7.36 Pentru suprafata S : z = f(x,y) si punctul p = (z,y, f (x,y)) sa
se arate ca:

K (0) = (1+ 19 (a.0) 1) et o ) .

8xj8xk

7.37 Sa se arate ca simbolii Christoffel pentru suprafata S : 7 =7 (ul, u2)

sunt dati de relatia:

-1 991 . 8gis
lej _ 1/ g g2 ggqjg + %‘(3} _ s;{
I 2\ 912 922 92, | Ogiz _ 99y |-

ou’ ouJ ou?

7.38 (i) Se da suprafata S in coordonatele semigeodezice, conform exercitiului
2.32(i). Se cer simbolii Christoffel.

(ii) Sa se aplice calculul precent la elicoid.

(iii) Se cer simbolii Christoffel pentru o retea Cebigev, conform exercitiului
2.32(iii).

7.39 (Aplicatii conforme) Fie un domeniu simplu conex W C C. Aplicatia
X : W — IR? se numeste conformd daci:

0X 0X 0X 0X
| ox oy

2_
2 o

I? =< >=0.
Sa se studieze proprietatile suprafetei S = X (W).

7.40 (Reprezentarea Weierstrass a suprafetelor minimale) Folosind exercitiul
anterior sa se defineasca suprafetele minimale ca imagini de aplicatii con-
forme speciale si sa se deduca reprezentarea Weierstrass. Sa se deduca o
interpretare a aplicatiei Gauss.

7.41 (Geometria reprezentarii Weierstrass) Pentru o suprafata minimala
sa se exprime elementele geometrice in functie de datele reprezentarii Weier-
strass.

7.42 (Ezemple de suprafete minimale) (i) Precizand convenabil datele
reprezentarii Weierstrass sa se obtina exemple de suprafete minimale.

(ii) Sa se scrie diferite forme ale ecuatiei suprafetelor minimale.

7.43 (Curbura Gauss a hipersuprafetelor) Sa se defineasca curbura Gauss
a hipersuprafetelor i pentru hipersuprafete definite implicit sa se dea o
formula de calcul.

7.44 (Ecuatii Gauss-Codazzi) (1) Sa se scrie ecuatiile Gauss-Codazzi pen-
tru suprafete conforme.
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(ii) Sa se aplice la suprafete minimale.
7.45 Ca aplicatie a ecuatiei Gauss sa se arate ca nu exista o suprafata
S cu:

(i) forma I-a fundamentala g = ( (1) (1) ) si forma a II-a fundamentala

=(o 1)
o= (3T )= (4 %),

7.46 (Formulele Gauss-Weingarten) Fie suprafata S : 7 =7 (u',u?). S&
se arate ca au loc:

Tij = F Tkt bi; N (formulele Gauss)
N; = b 7k (formulele Weingarten)

7.47 (Geodezice) O curba pe suprafata S se numeste geodezica daca
vectorul acceleratie este normal la S. Folosind formula Gauss se cere ecuatia
geodezicelor.

7.2  Solutii

7.1 Notam 7, respectiv 7,, curba de coordonata u = ug = const. respectiv
v = vy = const. Avem 7, = (u% + up + v, v% + uy — v, uov) de unde rezulta
FWO = 0 si deci torsiunea curbei 7, este nuld adicd aceastd curbd este plana.
Analog 7)) =0
7.2 F1e F(x,y,2 ) = 22 + y? + 2% — 4. Rezultd, tinand cont de S,
F(:c,y,— y) = (3:2 + 92 +zy — 2) de unde rezulta ci restrictia lui
F (z,y,—x — y) pe Sz este nula, ceea ce voiam.
7.3 Se observa mai intai ca M € S. Notand F (z,y,z2) = z
avem VF = (2zz,2yz,2? + y?) deci VF (M) = N(M) (1,
-1

(2 + %) -

1, ) de unde

y—1 _ 2—1/2
T~ 2 -

rezultd TS : x +y +x — 3 = 0 si normala ca dreapta: *3
7.4 Coordonatele carteziene ale lui M sunt (0,1,0). Avem

o Ayv? u(u3+3uv272v3) —u2u4+-2u403
“ (W+02)?7  (@2402)? 7 (uP+0?)? y
5 5y s de unde rezulta
T —4uv ”(v +3vu”—u ) —v2u+2v+u
v (u2+112)2’ (u2+v2)2 9 (u2+v2)2

B 411 x—0 y—1 z—-0
{TU(M)_(LQ’Q) i deci TS 1| 1 = 0, in final

—1

ST NI
IR TR
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TyS: —y+2z+1 =0 (deci Ox este paralela cu Tj;S !). Normala ca dreapta
este: § = % = £

7.5 Se observa mai intai ca M € C = S1 N Se. Prin urmare, tangenta
cautata este ThyyC = Ty S1 N TarSo. Notand Fy (z,y, 2) = 22 + y? + 22 —
3, Fy (z,y,2) =222 +y%>—322 avem VI, = 2 (z,y,2), VFy = 2 (22,9, —32) si
deci (pana la factorul de proportionalitate) VF; (M) = (1,1,1),VE, (M) =
(2,1,—3). Obtinem TyS1 : x+y+2—3=0,TyS2 : 2 +y— 3z = 0 si tan-
z4+y+2—-3=0
2r4+y—32=0
Altfel: vectorul director al dreptei tangente este VEy (M) x VFy (M) =
(—4,5,—1) de unde Ty C : &=} = y—gl ==L

genta ceruta apare ca intersectia a doua plane Th,C : {

u+v=4
7.6 (i) M (3,2,1), M (3,—1,2) (ii) M3 € S deoarece sistemul ¢ w —v =2
uv =3
ut+v=1
are solutia u = 3,v = 1, My ¢ S deoarece sistemul { u—v =4 este incom-
uy = —2
_ _ zty
patibil. (iii) Din { ;j _ ZJ_F;’ rezulti { o QEQE §ideci z = 1 (22 — 12).

Deci S : 22 —y? — 4z = 0.
.2
7.7 (i) 7 (v) = (ud + v,ud — v, ugv) si eliminand v obtinem (v =) =50 =
2
yiito = uio care este o dreapta ce trece prin punctul M (u%, ug, 0) si are vec-
torul director @ = (1, —1,ug) # 0.
Avem 7 (u) = (u2 + vg, u? — vo,uvo) de unde j—;
concluzia.
2\ =U=v 2 2 2 a3 —u=v n :
(i) 7=° (u) = (v? + u, u® — u,u?) de unde H7"=" =0 ceea ce voiam.
7.8 Numim suprafata cilindricd o suprafata generata de o dreapta G ce
se deplaseaza 1n spatiu paralel cu o directie fixa si sprijinindu-se pe o curba
fixa C'. Dreapta G se numeste generatoare iar C' se numeste curba directoare.
rt+ytz=a
r+2y+3z2=0 o€
IR. Punem conditia ca G sa se sprijine pe C' adica sistemul format din
rT+ytz=a
r+2y+3z2=0
y=0
22 +y? 422 =2

70 = () ceea ce di

(i) Generatoarele fiind paralele cu d au ecuatia G : {

ecuatiile lui G si C sa fie compatibil Din primele

3a—0
5_2a care Inlocuite in ultima relatie dau condi{ia de
2

3 relatii avem { v
z



CAPITOLUL 7. SUPRAFETE: PROBLEME 160

compatibilitate: (3 — a)2+ (B — 6)2 = 8 gi inlocuind «, § din ecuatiile lui G
in conditia de compatibilitate rezulta ecuatia lui S : (2z + y)2 + (22 + y)2 =
8.

.. . z—3z2=0 rT—3z2 =« .
(ii) Scriem d : { Y- 27— 0 de unde G : { Y- 2= Din sis-
r=3+9
temul G N C obtinem { y=p+2—5 ce da conditia de compatibitate:
z=1-%
4

23+ 9)° + (B+2-9)" = 2(1—9) si suprafata S : (z — 32 +12)% +
2(—x+2y—z2+4)2 =4(—x+32+4).

(iii) d are directia @ = (2,3,4) deci G : 50 = 0 = 220 gay

r=a—-23-4
G: { gi : iy:_ﬂa . Din sistemul G N C obtinem { y=a—38—-6 i
z=2a—-50-8
conditia de compatibilitate: (v — 28 — 5)*4+(a — 38 — 3)*4+(2a — 53 — 10)? =
25 ceea ce di suprafata S : (—z — 2y + 2z — 5)* + (=3z — 2y + 32 — 3)* +
(—4x — 4y + 5z — 10)* = 25.

7.9 Numim suprafatd conica o suprafata generata de o dreapta G ce
trece printr-un punct fix V' gi se sprijind pe o curba fixa C'. Denumiri:
G-generatoare, V-varf, C-curba directoare.

(i) Generatoarele trecand prin V au ecuatia G : 29 = % = 220 adica

z—
« 1

y = pz
3a? — 5032 — 1 si suprafata S : 322 — 5y? — 22 = 0.
(ii) Generatoarele au aceeagi ecuatie cu cea de la punctul precedent.
Conditia de compatibilitate 402 + 3a8 + 2o — 3° = 0 da suprafata S :
422 4+ 3xy + 3z —y? = 0.

G : { T7 Y% Din sistemul G N C obtinem conditia de compatibilitate

(iii) Generatoarele G : =1 = yTgl = - sauinca G : {

(&7

z—1)+1
z—1)+1

(—aP+ 157 = (1-a)(1-5) de
2
unde rezulta suprafata S : [(z —x)’ + (2 — y)z} =(z—x)(z—y) (z—1)%

dau relatia de compatibilitate

—

(iv) Generatoarele G : 0 = % = 279 sauincd G : Zjigj a dau
relatia de compatibilitate (a + 2)? (@? +1)+(26 - a)® =4 (6 +1)? de unde
rezultd suprafata S : (a + 2)* (% +2%) + 2y + 2a — az)? =4(y+ 2+ a)’.

7.10 Numim suprafatd conoidd cu plan director o suprafata generata de
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o dreapta G ce se deplaseaza in spatiu, paralel cu un plan 7 gi sprijinindu-
se pe o dreapta fixa d si o curba fixa C'. Denumiri: G-generatoare, m-plan
director.

(i) Generatoarea GG se gandeste ca fiind intersectia a doua plane: unul
paralel cu 7 (deci de ecuatie w1 : z = «) gi altul din fascicolul de plane
xr=
y =
Din G Nd obtinem relatia de compatibilitate a8 — 2a — 36 = 0 si suprafata
S:z(z+2y)—3x=0.

(ii) Generatoarea G este intersectia a doua plane, unul paralel cu 7 (deci
are ecuatia m : z = «) si al doilea din fascicolul de plane ce contine pe d,
deci mg : y + B (z — 2) = 0. Din G N C obtinem conditia de compatibilitate
9(8—1)* — 26?2 =932 si suprafata S : 9 (z +y — 2)* — y222 = 92

(iii) Generatoarea G este intersectia a doua plane, unul paralel cu 7, deci
m & = «, si altul din fascicolul de plane ce contine pe d, w3 : y + Bz = 0.
Din G N C obtinem conditia de compatibilitate 813% = 128« si suprafata
S : 81yt — 128z2% = 0.

7.11 Numim suprafata de rotafie o suprafata generata de rotirea, fara
alunecare a unei curbe C' 1n jurul unei axe fixe d. Curba C se numeste curba
meridian iar d o numim aza de rotatie. In aceastd rotatie orice punct al lui
C' descrie un cerc, numit cerc paralel, cu centrul pe d.

Presupunand curba meridian C' in planul Oz rezulta ecuatia lui C' :

ce contine Oz : 8 , deci al doilea plan are ecuatia mo : x + Oy = 0.

{ Z i ;’Z EZ; si efectudnd rotatia de unghi v in jurul lui Oz obtinem ecuatiile
cerute. B

7.12 Avem 7 : 7 (u,v) = o + ua + vb, unde 7o = (g, Yo, 20), de unde
rezulta: _
axb
@ x Bl|”
si deci: E = ||§H2,F =< a,b >,G = |[p|>,L = M = N = 0. Putem
alege vectorii @, b ca formand o baza ortonormata in 7 (conform procedeului
Gram-Schmidt) si deci: E = G =1,F = 0,H = K = 0. Toate punctele
sunt planare.

Ty =a,Ty =b,N = Tuu = Tuv = Ty = 0
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7.13
T T Y
Tu @ cosv  'sinv @
Ty —@sinv  pcosv 0
Tuuw ¢ cosv  ¢’sinv )"
Tuw —¢'sinv ¢'cosv 0
Tww —pcosv —psinv 0
N —1)’ cos v —) sinw @'

\/SO/Q_HP/Q \/¢,2+¢/2 \/¢/2+¢/2
{ E = S0/2 _+_wl2 — O,G — §02,EG o F2 — S02 (90/2 +,¢/2)

_SM/J” "V M =0.N—= ¥
/2+w12 ’ ’ /@/2+w12
2 2 10 "0 1l do "0
+ _
g V) - (¢ T Gt

20 (92 +'2)? 7 o (% +42)°
Cazuri particulare:
(i) Cilindrul circular drept
Luam ¢ (u) = 1,9 (u) = Ru si obtinem:

E=R?>F=0,G=1EG - F? = R?
L=M=0,N=1
1

H=_-K=0.
2’ 0

(ii) Presupunem curba meridian parametrizata canonic, deci:

P2+ =1 (+)
Avem:
E=1,F=0,G=¢*EG—F*=’
L=y — ", M=0,N =gy
gV e @V ") V(Y = ")
2¢ ’ @
Derivand relatia (x) obtinem ¢'¢” + /9" = 0 de unde:
,l)Z) ,(Z}// / /!
s0// — I 7¢ _ (10 .

B
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Inlocuind ¢” in expresia precenta a lui H si 1 in expresia precedents a lui
K obtinem:
g P ey (901/)’),’7[( _ ¢
2o/ (%) v

(iii) Deci pentru o suprafata de rotatie avand curbura medie constanta
H = Hj avem ecuatia diferentiald: (o) = Hy (@2)/ care se integreaza:
o = Hop? + C cu C constanta reald. Alegand C' = 0 si simplificind prin
@ avem ¢’ = Hyp.

Analog pentru o suprafatd de rotatie avand curbura totala constanta
K = Ky avem ecuatia diferentiala de ordinul doi: ¢” + Kpgp = 0 cu
urmatoarea solutie generala depinzand de constatele reale a,b :

a cos (\/Kou) + bsin (\/Kou) , pt.Kog >0
o(u)=1< au+b,lal <1, pt. Ky =10
ach (\/—Kou) + bsh (\/—Kou) , pt.Kg <0

Ezamplu: Ko = 0. Avem:

-cilindru circular de raza R =b daca a =0

-plan ortogonal pe axa de rotatie daca |a| = 1

-con circular daca 0 < |a| < 1.

7.14 Aplicam formulele obtinute la exercitiul anterior cu: ¢ (u) = Rcosu, 9 (u) =
Rsinu.

E=R?>F=0,G=R?cos’u, EG — F? = R*cos’u
L=R,M=0,N=Rcos’u

1

1
H=—- K=—.
R’ R?

Toate punctele sunt ombilicale si eliptice. Pe sfera nu avem linii asimptotice
si orice curba este linie de curbura.

7.15

r x Y z

Tu 3 (1 + 0% — u2) 6uv 6u

Ty,  6buv 3 (1 +u?— v2) —6v

Tuu —0U 6v 6

Ty OV 6u 0

Tow OU —6v —6

N —2u U 1—u?—v?
14+u2402 14+u2 402 14+u2 402
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B B —4
’ 9(1 4 u2+0v2)*
Deci suprafata Enneper este suprafata minimala cu toate punctele hiperbo-

. L . . u+v=-const. , .. .. ¥
lice. Liniile asimptotice sunt: { , lar liniile de curbura sunt
u — v = const.

u = const.

liniile parametrice: .
v = const.

Fig.6 Suprafata Enneper.

7.16

T x Y z
Tw  COSV sinv 0
Ty —usinv wucosv h
Tuw O 0 0
Tww —SIDU  COSV 0
Tyy —ucosv —usinv 0
N hsinv —h cosv

u
Vu2+h? Vu2+h? Vu2+h?

‘{E:LF:QG:uLHﬂEG—FL:ﬁ+h2

o _ h _
L=0M=-755 N =0
12
H=0K=—""_
(12 + 02)

de unde rezulta ca elicoidul este suprafata minimala cu toate punctele hiper-
bolice.
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Liniile asimptotice sunt liniile parametrice: { U= CONSE ot liniile de
v = const.
u
5. _ dt
curburd: v = :l:uj(; T

7.17
T T Y z
Ty 1 0 P
Ty 0 1 q
Tuuw 0O 0 r
Tww O 0 s
Tow O 0 t
N —p —q 1

V1422 /14242 /1402 +¢?

{ E=14+p F=pq,G=1+¢ EG-F*=1+p*+¢*

L=——"t _ M=——=__ N=——t__
Vitp? g ViHr e’ Vi
L+p*)t—2pgs+ (14+¢*)r t — s
PP o it Ll Gl L Lk
2(1+p2+¢2)2 (1+p*+¢°)

7.18 Aplicam exercitiul precedent:

p=y,q=x,r=1t=0,5=
E=1+4y*F=2y,G=1+2?
L=N=0M-=——L___
O M= e
—2zy —1
= 203 2 1 42)2
(1422 +y2)> (1+a2%+y?)
deci toate punctele sunt hiperbolice. Linie asimptotica este doar: v = const.
. e o - . = t.
iar linii de curbura sunt liniile parametrice: { u=cons
v = const.
7.19
T X Yy z
Ty Rcosucosv  Rcosusinwv R%
Ty —Rsinusinv Rsinwucosv

. . . 12
Tuw —HRsinucosv —Rsinusinv —Rcosu:l:f‘#

n-u
Tuww —HRcosusinv Rcosucosv 0
Tow —Rsinucosv —Rsinusinv 0
N  —cosucosv —cosusinv  sinu
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E = R%ct¢’u, F = 0,G = R?sin®u, EG — F? = R*cos® u
L =—Rctgu, M =0, N = Rsinucosu

_ctg2u K- 1
R’ R2
deci toate punctele sunt hiperbolice.
7.20

T x Y z
Ty —Tsinucosv —rsinwusinv T COSU
Ty —(R+rcosu)sinv (R+rcosu)cosv 0
Tuw —7T COSUCOSV —7rcosusinv —rsinu
Tuw TSinusinv —rsinu cosv 0
Tow — (R4 rcosu)cosv — (R+rcosu)sinv 0
N  —cosucosv —cosusinv —sinv

E=1r2F=0,G=(R+rcosu)?,EG—F?=1r2(R+rcosu)’
L=r,M=0,N =cosu(R+ rcosu)

~ R+2rcosu B cosu
~ 2r(R+rcosu)’” 7 (R+7rcosu)
de unde rezulta: curba u = £7 are toate punctele parabolice, {(u,v) |§ <
u < 2T} are toate punctele hiperbolice, {(u,v)| — 3 < u < 3} are toate
punctele eliptice.
7.21
r o x Y z
Ty —Sinu (1 + vsin%) + 5cosucosy Cosu (1 + vsin%) + gsinucosy —3sing
Ty cosusing sinu sin 5 cos 5

2 2
E= (1+vsing) + 2 F—0,G=1.

4
7.22
oo Yy z
Ty —a(sinu+vcosu) a(cosu—wvsinu) b
Ty —asinu acosu b
Tuuw @a(—cosu+vsinu) —a(sinu+vcosu) 0
Tuw —QCOSU —asinu 0
Toy O 0 0
N —bsinu bcosu —a

Va5t Var bt Va5
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L= M=0=N

{ E=a>(1+v®) +0 F=ad+0 =G, EG—F?=a%?(a® + 1?)

Va2+p2’
b
" 2avv/a? + b2’ k=0
7.23

T x Y z

Ty —vsingsinu wvsinpcosu 0

Ty singpcosu sin @ sin u cos
Tuw —VUsinpcosu —wvsingsinu 0

Tuww —Sinesinu  singpcosu 0

Tow 0O 0 0

N  cospcosu cos sinu —sing

E=v*sin?¢, F=0,G =1
{ L = —vsinpcosp, M =N =0
—ctgp
2v
Liniile asimptotice sunt u = const.
7.24 Se aplica direct formula cosinusului si faptul ca dr = 7, du + 7, dv.

H=

K =0

7.25 Parametrizam suprafata S : ¢z = u,y = v,z = %p (u2 +v2) si
obtinem
u? U v?
p p p
Avem C1 : du = dv,Cy : v = —7du din derivarea relatiei 2ap = u? + v?
folosind faptul ca a si p sunt constante. Rezultd Edudu+ F' (dudv + dvdu) +
Gdvév = (1 — %) dudu = 0 deoarece la intersectia curbelor avem v = v

datorita lui C;. Deci cele doua curbe sunt perpendiculare pe S.
7.26 Avem:

E=1+1+v)*F=u(l+v),G=1+u%
Unghiul dintre curbele de coordonate este:

F _ uo (1 4+ vp)
VEG 0 +w) 1+ (1+)]

cosp =
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in punctul M (ug,vg) € S. Fie wy unghiul dintre T gi C' respectiv wy
unghiul dintre I''* gi C'. Pentru I'*® avem du = 0, pentru I''° avem dv = 0
iar pentru C avem dv = —du. Deci:

Fdvéu + Gdv (—du) F-G v=—up
coswy = = =
VGdvW/E —2F + Géu /G (E —2F +G)
_ ug — 2u% —1
V(1 13) (403 — dug + 3)
Edudu + Fdu (—du) E—-F u=—vp
coswy = = =

VEduVE —2F + Gou  \/E(E —2F + G)
2 + 3up + 203
\/(vg + 2vg + 2) (41}(2) + 4dvg + 3)

Am folosit faptul ca punctul de intersectie dintre I'*® gi C' este M (ug, —uo)
iar punctul de intersectie dintre I'"0 gi C este Ma (—vg, vo).
7.27 (i) Fie forma I-a fundamentald a unei suprafete oarecare S:

I (du, dv) = Edu® 4+ 2Fdudv + Gdv?
respectiv forma a Il-a fundamentala:
I (du,dv) = Ldu® + 2Mdudv + Ndv?.

Asociem acestora matricele:

E F L M
IZ(F G>’H:<M N)

si reamintim c& I este inversabila deoarece det I = EG — F? > 0 din conditia
de regularitate a lui S. Reamintim de asemeni, ca curbura totald este K =
det (II . I‘l) sau inca:
LN — M?
EG - F?°
Atunci, folosind rezultatele de la problema 7.13 obtinem relatia ceruta.

(ii) Consideram 1 = v (¢) si atunci relatia din problema devine:

A A
e(1+y2)? R

K:
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sau Inca: % = —% care este o ecuatie cu variabile separate si deci
prin integrare obtinem:
1 B ? c
T+92 R

cu C o constanta reala pe care o alegem de forma C' =1 — %22 Rezulta:

1 ¢*+R*—d?
1_|_¢/2_ R2

R2 N ¢/2 B a2 _ (102

1 2 _ — ___
= +w RQ—CL?—F(,OQ RQ_(a2_b2)

si deci avem solutia generala, care este o familie 1-parametrica de suprafete,
numite suprafete pseudosferice:

Yo = Y (¢ /\/R2 _80_ =

Exemplu. Alegem a = R §i deci:

) = / ‘Ri’;wdw

Daca in plus luam ¢ = ¢ (u) = Rsinu atunci:

P = R/COS udu—R/ — sin’ udu:R(COSU-i-lntgg) + Cp

S u sinu

pentru tgg > 0 si Cp constanta reald. Pentru Cy = 0 obtinem pseudosfera
conform parametrizarii de la problema 7.19.

7.28 Avem:
r x Y Z
Ty 1 v 3u?
Ty 1 U 302
Tuuw O 0 6u
Tuw 0 1 0
Tow O 0 6v
W 3<v3—u3) 3<u2—v2) U—

vVEG-F? +/EG-F? +EG-F?

de unde rezulta:

E=1+9%*4+0*F=1+u+9%%*?%G=1+u?>+ %
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6u (u—v) 3 (u? —v?) 6v (u — )

M= =

VEG — F? VEG — F? VEG — F?

unde EG — F2 = (u—v)* + 9 (u? — v2)2 + 9 (u? — v3)2. Reamintim ca
punctele paraboliceAsunt date de anularea curburii totale K deci satisfac
ecuatia LN = M?. In cazul nostru avem ecuatia:

duw (u —v)* = (u? — v2)2

care devine (u — v)4 = 0. Deci locul geometric al punctelor parabolice de
pe S este curba I'=" (u) = (2u,u2,2u3) care, dupa cum se observa, este
intersectia lui S cu paraboloidul hiperbolic Py, : z = xy.

7.29 Parametrizam S : z = u,y = v> — u,z = v si avem:

T x Y z
Ty 1 -1 0
¥y 0O 302 1
Tuuw O 0 0
Tuw O 0 0
Top O 6v 0
N -1 —1 302

VEG—F?2 +/EG-F? +/EG—F2

de unde rezulta:

E=2F=-3°G=14+%FEG—-F?>=2+%"

—6v
L=M=0N=——
VEG — F?
si deci: LN — M? = 0 ceea ce voiam.
7.30 Avem:
r x Y z
Tw chu shu cosv shusinv
s O —chusinv  chucosv
Tuw Shu chu cosv chusinv
Tuww O —shusinv shucosv
Ty O —chucosv —chusinv
N shu —chu cos v —chu sin v
Veh2u+sh?2u  Vceh2u+sh?2u  /ch2u+sh2u
si deci:

E = ch®u+ sh®*u, F = 0,G = ch*u, EG — F? = ch®u (ch2u + Sh2u)
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-1 h?
L—— =L y—oN— M
veh2u + sh2u Veh2u + sh?u
de unde rezulta: LN — M? = % < 0 ceea ce voiam.

7.31 (i) Stim ca pentru sfera de razd R avem K = % # 0 conform
problemei 7.14. De asemeni, conform unei proprietati remarcabile a sferei
centrate in origine (este esential acest fapt!) distanta de la origine la planul
tangent este d = R deoarece raza este perpendiculara pe planul tangent.

Prin urmare d% = ﬁ = % = const.

(i) Avem:
T T Y z
| 0 -
v O 1 -1
Tuu 0 0 ‘%
Tuv 0O 0 )
Tow 0 0 2
N u?v?

v u
\/u4v4+u2 +02 \/u4v4 +u2402 \/’LL4’U4+’U,2+’U2

de unde rezulta:

2 1 1 o ulvt +u? 402
E=lt 5 F=mm=1+ g BG-F ="/ —
9 1 9
L= Y M = N = Y

Vuto + 02 + 02’ Vot £ 02 + 02 Vutot + u? + 02
si deci:
3utv?t

(utvt +u? + v2)2‘

Ecuatia planului tangent in punctul curent este 7,5 : v (z — u) +u (y — v) +
u?v? (z — %) =0 si deci:

| —uwv —uwv —uwv| 3uv
Vit + a2 + 02 Vit + w2 + 02

d

In concluzie:
K 3 1
= — = — = const.

dt 34 27
Observatie: pe suprafata datd, curba wu(t) =
Titeica (i) de la exercitiul 6.22.

o (t) = t% este curba
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(iii) Reamintim: data S o suprafata avand curbura totala negativa si
c:I— S c(t)=(u(t),v(t)), ocurba pe S are loc formula lui Enneper:

T2 (1) = —K (u(t),v (1)

Fie deci S suprafata Titeica avand K < 0 gi ¢ o linie asimptotica pe S.
Din formula Enneper si proprietatea Titeica rezulta ca g—i = const. unde d
este distanta de la origine la planul tangent. Dar ¢ fiind linie asimptotica,
planul tangent coincide cu planul osculator si deci 7z = const. cu d distanta
de la origine la planul osculator, ceea ce spune ca c este curba Titeica.

7.32 (i) Pentru K = —1 avem ecuatia diferentiala 02v/G = VG si se
aratd ci VG (0,9) = 0,0,V/G (0,¢) = 1. Deci notand VG (r,¢) = x (r)

avem problema Cauchy:

2 (r)=a"(r)
x(0)=0,2"(0) =1

cu solutia unici z (r) = shr si deci, in final, solutia unicd G (r, p) = sh?r.
(ii) Teorema Egregium afirma urméatoarea expresie a curburii totale:

ov

0 ( FE,— EG 0 (2FF,— FFE,— FFE

2VEG-F? K= [ —F——= “> < “ “ > *
ou (E\/EG — F? EVEG — F? (*)
care pentru F' = 0 devine relatia ceruta.

Alte expresii ale curburii totale:
-dacd g11 = go2 §i g12 = 0 atunci:

A (ln 911)
2911

K=-
(a se vedea gi prima relatie de la ex. 2.42)
-daca g11 = g22 = 0 atunci:

1 82 In g12

K=——=> 92
g2 Oudv

(iii) Din (%) avem:

ﬁf(:a<ﬂ‘>:a<—m¢'%>

sin ¢

de unde concluzia.
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In lucrarea:

Myller, A., Retelele lui Cebisev si paralelismul lui Levi-Civita, Mathe-
matica (Cluj), 1(1929), 48-53,
se reda povestea introducerii acestor retele. Este singura sursa dintr-o bib-
liografie foarte ampla cercetatd de autorul acestei culegeri in care apare
aceasta istorie!

Citam:

”In anul 1878 la congresul Asociatiunii franceze pentru naintarea gtiintelor,
geometrul rus Cebigev a facut o comunicare intitulata <<Sur la coupe des
vétements>>. A aratat atunci cum se poate imbraca orice suprafatd cu o
singura bucata de stofa.

El considera stofa ca formata din doua randuri de fire care se incrucigeaza.
Aceste fire sant innodate in punctele lor de intretaere astfel ca distanta din-
tre doua puncte consecutive sa fie peste tot aceiagi. Céand se deformeaza
stofa, aceasta distanta ramane invariabila, numai unghiul ce fac doua fire in
punctul lor de intretaere poate sa se schimbe.

Daca consider stofa intr’o pozitie deformata oarecare si iau doua fire care
se Incruciseaza ca linii coordonata de originad, atunci un punct oarecare al
stofei poate sa fie determinat prin doua coordonate « si 3 care sunt distantele
punctului la liniile coordonata de origina masurate dealungul firelor ce trec
prin acel punct:

a=MQ, 6=MP.

Avem atunci:
MM, = da, MM, =dg

§i prin urmare:
(M1 M>)?* = ds* = do® + dB* + 2cosfdadf

unde 6 este unghiul MM M. 0 este o functie de «, [ si aceastd functie
depinde de modul in care a fost deformata stofa.

Rezulta ca pentru a imbraca o suprafata cu o singura bucata de stofa
trebue deslegat problemul urméator de geometrie: Fiind datad o suprafata al
carei element liniar este

ds®> = Edu® + 2Fdudv + Gdv®

sa se facd o schimbare de coordonate, inlocuind variabilele u, v prin altele
a, (8 alese astfel ca elementul liniar sa ia forma

ds? = do? + 2Fdad + d3?
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”

unde am insemnat cos 6 prin F (o, 3)
Incheiem aceastd istorioars notand c, desi este numit ”geometru” de
catre Al. Myller, matematicianul rus P. L. Cebisev (1821-1894) este celebru
in alte domenii ale matematicii:
-crearea teoriei celei mai bune aproximari,
-teoria probabilitatilor,
-teoria numerelor.
7.33 (i) Pentru K = —1 avem ecuatia diferentiala

£ = ) (14 (7 @))?)

(ii) Rezultatul binecunoscut K =

R2-
_ ) s _ 1
7.34 Pentru K = —1 avem ¢ (u) = v* + c adica f (u) = [ /2 — 1du
care este o integrala eliptica pentru marea majoritate a valorilor lui ¢. Dar
pentru ¢ = 0 avem:

f(u):\/1—u2—%ln(1—|—\/1—u2>—I—%ln<1—\/1—u2).

Pentru K = 0 avem ¢ (u) = ¢ adicd f’' (u) = const. = Cy de unde rezulta
f(u) =Ciu+ Cs.

7.35 (i) Pentru K = —1 avem ecuatia diferentiala v” (r)+21v (r) = ("),
(142r2)?
(1-r2)*

(ii) Obtinem cu formula data K = —32

7.36 Calcul imediat.
7.37 O forma mai utila pentru calcule practice este data de:

-1
(Fh):(gll 912> <$%9u111 >
I3 912 922 %97;12 _ %%9;21
-1
<F%2>:<911 912> (%‘;%;)
I} gi12 922 %89212

u
-1 0 10
(%2)_(911 912) (395122—239512)
2 —_— .
I3 g2 922 32

7.38 (i) Folosind formulele precente obtinem:

o 106 , ., 106G , 100G

— 2712 = - 7 - - Y-

si toti ceilalti simboli Christoffel sunt nuli.
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(ii) Folosind rezultatele de la exercitiul 2.16 cu r = u, ¢ = v avem:

u

N, =—u I =01% = ———
22 LZEND) 217 2 2

toti ceilalti simboli Christoffel fiind nuli.
(iii) Aplicdand exercitiul anterior avem:

o] 0
rhy _ 1 cos G- ri, _ (0 ri, _ 1 -3
ri, sinp \ — g—i "\ T2, 0 )\ T3 sing \ cos gpg—f

7.39 Fie {e1,e2} o baza ortonormata in spatiul tangent T'x(,)S. Din

. - v .. 90X 0X ..
relatia de definitie avem ca vectorii % -, By € T'x(z)S sunt ortogonali si au

aceeasi norma, deci exista functia w : W — IR astfel incat:

— = e“es. (1)

Fie forma a II-a fundamentala:

h h
_ 2w 11 12
II=e < his oy > (3)
Atunci:
_hiit+he hii hi2
H = T,K = det h,12 h22 . (4)
’X N7 92X N

< N> < , N > _
Dar I = by — Osdy_ si deci: hyp = e 2 < %,N >

< gzog N> <Gz N>
Jhag = e < %,N > de unde rezulta:

e 92X 02X —

H = < ,
2 Ox? * oy?
sau cu notatia cunoscutd AX = %233)2( + %2;2( :
672“) .
H = <AX,N > (5)

2
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90X ,, 80X

unde, ca de obicei: N = %

(0] altz‘i proprietate remarcablla este faptul cd AX este vector perpendic-

ular pe 8 $i 5 a—X In adevir, derivand relatia < %)é , %)y( >= ( in raport cu

x si relatia < %if, %)x( >=< %)y(, %); > 1n raport cu y avem:

92X 90X 92X 90X
< g2y o= ozdy 0z

X 99X 0X 02X  _
{<8x2’3y>+<8x’8x8y>_0

de unde rezulta AX L %—;{. Datorita rolului simetric al variabilelor x,y
avem si AX | %—f.
Din aceasta ultima proprietate si relatia (5) rezulta ca putem scrie:

AX =< AX,N > N © 2He? N sau inca, tinand cont de expresia lui

N si relatiile (1):
(9X 0X

deoarece e, e2 sunt ortonormati.

7.40 Din relatia (6) de la problema precedenta rezulta ca o suprafata este
minimala daca gi numai daca este imaginea unei aplicatii conforme armonice
adici satisface, pe langa conditia de conformitate, si conditia: AX = 0.

Sa notam ca din 2H = hq1 + hog = 0 rezulta hoo = —hq1 si deci expresia
curburii totale pentru o suprafatd minimald conforméa este, In notatiile de
la problema precedenta:

H = —h}, — hi.

Deci pentru a afla suprafete minimale ciutdm aplicatii X : W — IR? cu
proprietatile:

(Si) X este conforma, ceea ce se poate scrie:
(.9 . 0X 0X

—2< —,—>=0

122 P 12 S
Y T oy

folosind faptul ca un numar complex este nul daca si numai daca sunt nule
partile reala si imaginara,
(Sii) AX =0.
: 33 .0 _ 1[0 - 0 o _ 1(0 - 0
Folosind notatiile consacrate: 5> = 3 ({Tx — Za@) 55 = 3 (aT: + za—y)

obtinem ca: A =4 6887 si prin urmare cele doua conditii precedente devin:

0 (85) + (35) + (32) -0
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(i) % (32) =0
unde am notat X = (Xl,XQ,XB’). Cu notatia f = %—f : W — C3 avem
deci sistemul:

(8D (F1)°+ (£2)7+ () =0
(52) 4 =0
care admite solutia

= (30w 0+ut)w)

cu w, h: W — C functii olomorfe. Reamintim ca o functie p : W C C — C

este olomorfa daca g—g = 0. In concluzie, obtinem:

X (2) = Re /f(C)dC

unde zg este punct arbitrar in W iar integrarea se face dupd o curba in
W ce uneste 2 si z. Relatia precedenta este faimoasa reprezentare Weier-
strass a suprafetelor minimale (alti autori o numesc reprezentarea Enneper-
Weierstrass) aparuta in:

Weierstrass, K., Untersuchungen tber die Flachen, deren mittlere Krummung
tberall gleich Null ist, Monatsber. Akad. Wiss. Berlin, 1866, 612-625.

Trebuie de altfel notat ca bibliografia relativ la suprafete minimale, la
care se adauga recent cea relativ la suprafete CMC (”constant mean curva-
ture”) este impresionantal

Fie N polul nord al sferei S? = {z € IR3;||z|| = 1} si proiectia stere-
ografica 7 : S?\{N} — C:

! +iz?
1—2a3

T(xl,a:z,a:3) =

care este o bijectie cu inversa:

1

= TP (2Rez,21mz,|z|2 -1).
z

7 (2)
Vom ardta ca w =70 N.

In adevir:
OX _po(t 1wty s
ax—Re<2(1 “’)’2(“1")”11")
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%jj——lm(l;(l— ) (1+w2),hw)
de unde rezulta
8X ox
8;1? 8y

%))

]

=

=
svS

— Re( hw Im (% (12—( )1)0
T

z(1+w)) Re (% (L +w?)) Im (b (1 - w?))

Im [% (1+w )hw]
— | Im[in(1- wz)hw} =
Im [ (1 4+ w?)h (1 — wQ)}
$|h2Re (W + |w|?w ) B2 (1+ w]?) 2Rew
11h[*Re (|w\4—1 w? + w?) (1+[w]*) lw|? — 1
h|2 (1 + w[?)?
:—| | ( * o] ) T low.
4
Deoarece 7~ Low € S? rezulta ci |7~ ow| = 1. Aplicatia X fiind conforma

rezulta despre prima forma fundamentalad ca avem gio = go1 = 0 si:

2
0X 0X oX, [P (1+]wp)
= = == i =— - (7
g1 = gag = € =51 H H 5 8y” 1 (7)
In concluzie:
N Oz y -1
Mg T
ox oy

ceea ce voiam. Din acest motiv aplicatia w = 7 o N se numeste aplicatia
Gauss a lui X.

Calculele acestei probleme au fost adaptate dupa volumul:

Fang, Yi; Lectures on minimal surfaces in IR®, Proceedings of the Centre
for Mathematics and Its Applications, The Australian National University,
vol. 35, 1996.

Observatii.

(i) Conditia (Sii) spune ca cele 3 functii componente ale functiei vectori-
ale X sunt functii armonice; altfel spus functia vectoriala X este armonica!
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Generalizarea imediata se refera la functii bi-armonice si pentru aspecte
geometrice deosebit de interesante ale acestor functii trimitem la:

1) Caddeo, R., Montaldo, S., Oniciuc, C., Biharmonic submanifolds of
S3, Internat. J. Math., 12(2001), no. 8, 867-876,

2) Caddeo, R., Montaldo, S., Oniciuc, C., Biharmonic submanifolds in
spheres, Israel J. Math., 130(2002), 109-123,

3) Caddeo, R., Montaldo, S., Piu, P., Biharmonic curves on a surface,
Rendiconti di Matematica-Roma, Serie VII, 21(2001), 143-157.

(ii) Prezentam o versiune a reprezentarii Weierstrass adaptata dupa
lucrarile:

1) Taimanov, I. A., Modified Novikov-Veselov equation and differential
geometry of surfaces, Trans. A.M.S., Ser. 2, 179(1997), 133-151. (dg-
ga/9511005)

2) Taimanov, I. A., The Weierstrass representation of closed surfaces in
IR3, dg-ga/9710020.

Consideram perechea de functii de o variabila complexa ¥ = (i1, 12),
prima functie fiind anti-olomorfa iar a doua functie olomorfa; deci este sat-

isfacut sistemul: .
LEZ©
z
o X)) .
-
Atunci aplicatia 2 € C — (X' (2,2), X% (2,2), X3 (2,2)) € IR? data de:

X1 4ix2=if (@fdz’ - @gdz’)

X1 _iX? =i [ (43 — 2dF)
2

X3 = — [ (Yov01d2 + Y11pod?)

gl
reprezinta parametrizarea conforma a unei suprafete minimale. Integrala se
calculeaza pe un drum v unind punctul complex z cu un punct initial zg.
Din ecuatiile () rezulta ca integranzii sunt forme diferentiale inchise si deci
valoarea integralelor este independenta de drumul +.
Aceasta reprezentare se generalizeaza imediat pentru suprafete de cur-
burd medie constantd, nu neaparat nula. Conditia (*) se inlocuiegte cu:

{%1@:%

*3k
% — oy

cu ”"potentialul” U avand valori reale. Atunci fie S suprafata cu parametrizarea
(X X2 X 3) de mai sus. Rezulta prin calcul ca avem o parametrizare con-



CAPITOLUL 7. SUPRAFETE: PROBLEME 180

form# a lui S i.e. forma I-a fundamentald are expresia: I = D? (z,%) dzdz
cu:

D (272) = ’wl (Z,E) ’2 + W2 (272) ‘
Curbura totala este:

1
K = —ﬁA (log D)

iar curbura medie este:
- 2U
D

de unde rezulta pentru cazul particular U = 0 conditia (x).
Sistemul (#x) admite scrierea: Dy = 0 unde:

0 0 U 0
o=(%0)+(v o)

cud= %,5 = %. Operatorul D este numit operator Dirac cu potentialul
U.

Reprezentarea Weierstrass generalizata (xx) este extinsa la suprafete in
IR* in lucrarile:

1) Konopelchenko, B. G., Weierstrass representation for surfaces in 4D
spaces and their integrable deformations via DS hierarchy, math.DG /9807129

2) Konopelchenko, B. G., Landolfi, G., Induced surfaces and their inte-
grable dynamics. 1I. Generalized Weierstrass representations in 4D spaces
and deformations via DS hierarchy, math.DG/9810138.

(iii) O alta reprezentare de tip Weierstrass pentru suprafete de curbura
medie constanta nenula apare in:

Kenmotsu, K., Weierstrass formula for surfaces of prescribed mean cur-
vature, Math. Ann., 245(1979), 89-99.

Parametrizarea Kenmotsu este data de formula:

X =Re / npdz
¥

unde p = (1 — f2 (1 + f2) ,2f) iar functiile f,n satisfac conditia de ”com-
patibilitate”:
dlogn 2?%
0z 1+|fI*

(#)
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Pentru aceasta parametrizare curbura medie este:
of
%
— 2°
n(L+1fP)
Reprezentarea Kenmotsu si cea generalizata Weierstrass (k) sunt echiva-
lente si legatura intre perechile (f,7n), (11, 12) este:
1 .9
f=i—=n=1u
w2 ) 2

respectiv:
g
Vi (L+[f2)°
Desi echivalente, reprezentarea Kenmotsu este mai dificila in practica da-
torita conditiei (#).
7.41 La problema anterioara am obtinut forma I-a fundamentala si
aplicatia Gauss in functie de datele (w, h) ale reprezentarii Weierstrass.
Se arati, prin calcul, c& pentru o metrica conformi ds? = e2*|dz|? avem
curbura Gauss:

Aplicand formula (7) de la exercitiul anterior rezulta:

0 0 o 0 0 0 log |h|=armonic
— = (loge*) = 2—— (log |h|) + 2—— (log (1 2)) ML
575z (08¢") = 25z, log|hD) + 2525 (log (1 + ful"))

L0 ww w14 |wf) —wmew  2w)?

S ozl (w (1+ [w]2)? (1 [w]?)?

si deci:

6> [ Aw'| r
[hJ2 (1 + |wf?)! h (1+ [w]2)?]
Forma a II-a fundamentala este:
b =< $X N >=<Re (f", f%, f¥),N >

boa = —b11
bl =< %’N >= — < Im (fll,f2/7f3/) ,N >
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Avem:
h/ 2 ihl 2 / /. / / N
b1 =< Re 5(1—10 ),?(1+w ),hw + (—hww,zhww,hw) , N >=
si dupa un calcul complicat:
b11 = —Re (hw') .

Analog avem:
b12 =Im (hw')

de unde rezultd ca pentru o suprafatd minimala functia by, — ibjs = —hw’

este o functie olomorfa. Deoarece:
(d2)? = (dz)* — (dy)* + 2idzdy
avem:

bi1 (dx)*+biadady+bas (dy)* = — Re (hw') ((dw)2 - (dy)2>—|—21m (hw') dedy =

= —Re (hw') Re (dz)*+Im (hw') Im (dz)> = —Re [hw’ (dz)Q] = — Re (hdwdz) .

Fie V € T,,S un vector tangent de norma 1 pe care-1 vom scrie:

V=e" <cos 0% + sin 0;) = 2Re (e_“’ewaaz> = e—wei(’%e—we—w%

de unde rezulta: '
II(V,V) = —e2Re (hw’e%)) :

Obtinem astfel curburile principale:

. 4l
k1 =, max —e " Re (hw’6219> = e || = |h|(1|—iU—J||2
<9<2r wl]?)
- : - 4fw'|
ko = min — ZwR <h /219)2_ Qwh o _
2= min —e e (hw'e e “|hw’| I+ 0

si din relatia K = ki - ko reobtinem formula lui K de mai sus.
Fie r (t) = z (t)+1iy (t) o curba pe S. Cum r’ (t) = 2/ (t) + iy (¢) folosind
expresia de mai sus a formei a II-a fundamentale avem:

IT (7' (), 7" (t)) = = Re{h (r (¢)w' (r (t)) [’ (t)]Q} (dt)? =
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— —Re{d[w (r ()] h[r (£)]dr (1)}.

Reamintim ca aceasta curba t — 7 (t) este

(i) linie asimptotica daca II (r' (t),r' (t)) =0

(i) linie de curburd daci ' (t) este directie principali adica daca [ (£)] 2 11 (' (t) , 7 (t))
este o valoare minima sau maxima a lui I7 (v, v) pe multimea vectorilor uni-
tari din T} S.

Cu relatia precedenta obtinem caracterizarile:

(i) r (t) este linie asimptotica daca si numai daca

Rlr @) [r ()] [ () € iR

(ii) 7 (t) este linie de curburd daca si numai daca

Blr ()@ [ ()] [ (D) € IR

Calculele sunt prezentate dupa aceeasi monografie folosita la problema
precedenta.

7.42 (i)

I) Catenoidul

Se obtine luand: w (z) = z,h (2) = Z% Avem deci, in notatiile problemei

7.41:
) 1-22 i(1+2%) 1
z) = -1.
222 7 222 2
Curbura totala este K = —4w. Catenoidul este o suprafata de rotatie si

efectuand calculele obtinem ecuatia sa implicita:
2? +y? = ch’z
si deci ecuatiile parametrice:

x = chucosv
y = chusinv
z=u

Forma I-a fundamentala este:
I =ch’u (du2 + dv2)
iar forma a II-a fundamentala:

IT = —du?® + dv?.
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Fig.7 Catenoidul.

Se arata ca singurele suprafete minimale de rotatie sunt planul si catenoidul.
IT) Elicoidul

Dat# suprafata minimald S cu reprezntarea Weierstrass X = Re [ fd?
¥
putem asocia lui .S o intreaga familie de suprafete minimale Sy, 0 < 6 < 27

cu reprezentarea Weierstrass:

Xg =Re ew/fdz’
¥

Suprafata Sg se numeste suprafata conjugatd suprafetei minimale S.
Elicoidul este suprafata minimala conjugata catenoidului si deci are
reprezentarea Weierstrass data de:

i(1—22 22 g
f(Z)=<(1 ), 1+ )

222 222 7 4

Pentru geometria elicoidului a se vedea problema 7.16. Se arata ca singurele
suprafete minimale riglate sunt planul si elicoidul.

III) Suprafata Enneper

Luam h = 1,w (2) = z si deci avem In reprezentarea Weierstrass:

— 2z 1 22
f(z):<1 2 i (1+ )’Z>'

2 2

Pentru geometria suprafetei Enneper a se vedea problema 7.15.
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IV) Elicoidul rasucit (” Twisted Elicoid”)

Conform lucrarii:

Nitsche, J. C. C., A characterization of the catenoid, J. Math. Mech.,
11(1962), 293-301,
aceasta suprafatd are parametrizarea:

T = U COSV
u 2d
w W 3
Y =] R7,y T usinv
S | Alw) unde A (w) = vw? — 1.
u
_ dw
Z= { Aw
Avem:
T Y z
2
— u . 1
Ty  COSV T T + sinv T
Ty, —usinwv U COS V 0
— 3
Tuw 0 _ 2u - _2u -
(ut-1)2 (ut=1)2
Tww — SNV CcOos v 0
Tyoy —UCOSV —usinv 0
N _ U COS v o u sin v uvul—14udsinv

V(EG—F2)(u*~1) V(EG-F2)(u*~-1) /(EG—F2)(u*-1)

de unde rezulta:

2u? sin v 2u?t u? cos v
u4—1+u4—1’ w1 B
I_ -1 2uz sinv + 2u?t N om—on= u?
VEG—F2 \ u'=1 (4 _ 1) V(EG — F2) (u* — 1)

si deci:

(EN —2FM + GL) VEG — F? =

u? <2u2 sinv N 2u? ) o [ 2u®sinv N 2u? 0
= — U =
Vit — 1 \Wut -1 ut—1 ut —1 (u4—1)%
deci aceasta suprafata este minimala! Propunem cititorului gasirea reprezentarii
Weierstrass asociate!
V) Suprafata lui Scherk
T =1u
S:< y=w
Ccosv

z=1In cosu
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Pentru aceasta suprafata avem:

T Y z
Ty 1 0 —tgu
7y 0 1 —tgv
Tyu 0 0 c0;2u
Tuw O 0
Ty 0 0 (:051211
N tow tgv
VA A VA
- _1 - — _1 — 2 __ 1-sin® usin®
{ B = gty B = tgutgy, G = il A= DG — F? = 1oy
L= cos?u A’M =0,N = cos2 vvV/A
si deci:
12 : 721 - 12 : 721
H — COS“ U COS“ vV COS“ v COS“ U —
2A3/2 0

ceea ce voiam.
VI) Suprafata lui Catalan
x = u — sinuchv
S:<¢ y=1-—cosuchv
z = 4sin gshg
VII) Suprafata lui Henneberg
x = 2shucosv — 2sh (3u) cos (3v)
S: 4 y=2shusinv+ Fsh (3u)sin (3v)
z = 2ch (2u) cos (2v)
(ii) Avem 3 definitii echivalente ale suprafetelor minimale:
(a) imaginea unei imersii conforme armonice
(b) suprafata avand curbura medie nula (definitia cu caracter geometric).
Sa notam:
-curbura totald a fost introdusa de Gauss(1777-1855) in 1828
-curbura medie a fost introdusd de Sophie Germain in 1831 si este
folosita, spre exemplu, in teoria elasticitatii
-0 alta curbura a fost introdusa de fizicianul roman Emanoil Bacaloglu
intr-un articol din ”Zeitschrift der Mathematik und Physik” in 1859.
(¢) punct de minim al functionalei arie (prima definitie din punct de
vedere istoric, constituie aga numita problema Plateau).
Legatura intre (a) si (b) este data de relatia (6) de la exercitiul 7.40, a
se vedea si Inceputul ex. 7.41. Avem deci ecuatia suprafetelor minimale,
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H = 0, sau deoarece:

_ b11g22 — 2b12g12 + b22g11
g11922 — 9%2

H

avem ecuatia:
b11g22 — 2b12g12 + bazg11 = 0. (1)

S& demonstram relatia (x). Reamintim ¢& H = Tr (I1-17") si din:
bin b2 )
Il =
< bi2  b22
= < g1 912 >
g12  g22
Il — 1 ( 922 —912 )
911922 — 9%2 —gi12 g1
7.7 = 1 i < bi1 b2 > < g2 —g12 ) _
g11922 — gip \ b1z bao —g12 911

_ 1 < b11g22 — b12g12  —b11912 + b12g11 >
g11922 — 935 \ b12g22 — b22g12  b2ag11 — bi2g12

de unde concluzia. Cu notatiile lui Gauss relatia (1) se scrie:

rezulta:

G-L—2F-M+E-N=0. (1)

Punctul de pornire al teoriei suprafetelor minimale il constituie studiul
lui Lagrange (1736-1813) din 1760 al punctelor de minim ale functionalei
arie, deci definitia (¢) de mai sus, ceea ce da si explicatia denumirii de
"minimale”. El considera suprafata ca fiind data explicit z = f(x,y) si
prelucrand ecuatia Euler-Lagrange a functionalei arie ajunge la ecuatia:

3 () + 35 () =0

unde p si ¢ sunt notatiile Monge, a se vedea ex. 2.17, iar w = /1 + p? + ¢2.
In final, se ajunge la ecuatia cu derivate partiale:

foo (L4 £2) = 2fufytfoy + foy (L+ f2) = 0. (2)
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Astfel, Lagrange observa ca o functie liniara in z si y satisface (2) datorita
derivatelor de ordin 2 si deci planul este suprafatad minimala. In 1915 S.
Berstein demonstreaza ci data functia f de clasa C? al carei grafic este o
suprafatd minimald atunci f este liniara!

Abia in 1776, Meusnier observa ca interpretarea geometrica a relatiei (2)
este anularea a ceea ce mai tarziu va fi numita curbura medie. Mai precis,
un calcul imediat da expresia:

— fax (1 + fz?) B wafyfa:y + fyy (1 + f:?)

H
2(1+ 2+ f2)" )

(a se vedea si exercitiul 7.17).
S& presupunem acum suprafata data implicit S : F (z,y,2z) = 0. Din
relatia F' (x,y, f (z,y)) = 0 rezulta:

{ fx:_gz
fy:_ﬁz

f _ Fz(Fzze*Fzze)*Fz(Fzze*chze)
Txr — 3

5t

Fz
f _ Fa;(Fyze_Fzsz)_Fz(Fwsz_F:L'sz)
Ty — 3

f — Fy(FyzFZ_Fzsz)_ZFZ(FnyZ_Fysz)
gy — F3

z

si inlocuind in (#) obtinem ecuatia:
2(FyyFoF, + F).F,F, + F.,F.F,) =

Fow (Fy + F2) 4+ Fyy (F2+ F2) + Fox (F} + F)). (3)

Pentru alte amanunte relativ la ecuatia suprafetelor minimale a se vedea
si:

a) Griffin, Sarah Field, Minimal surfaces: a derivation of the minimal
surface equation for an arbitrary C? coordinate chart, Missouri J. Math.
Sci., 13(2001), no. 3, 145-153.

7.43 Fie 1n spatiul IR" hipersuprafata S orientata, cu versorul normalei
N. Dat p € S notam 7,5 spatiul tangent in p la S si atunci avem trans-
formarea liniara W : T,,S — T,S,W (v) = —V,N unde prin V, am notat
derivata relativ la v € T,,S. Aplicatia liniara W se numeste aplicatia Wein-
garten si prin definitie curbura Gauss a lui S este determinantul K al acestei
aplicatii liniare.
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In cazul n = 2 curbura Gauss K a unei curbe C este exact curbura
uzuald k dacd luAm N ca fiind normala la C. In cazul inlocuirii lui N cu
(=N) avem K = —Fk. In cazul general, daca n este impar atunci K nu
depinde de alegerea lui N iar daca n este par atunci K isi schimba semnul
la schimbarea lui N.

Relativ la expresia lui K in cazul hipresuprafetelor implicite, in lucrarea:

Shin-ichi Nishimura, Masao Hashiguchi, On the Gaussian curvature of
the indicatriz of a Lagrange space, Rep. Fac. Sci., Kagoshima Univ.,
24(1991), 33-41,
la pagina 37 este demonstrat urmatorul rezultat:

Propozitie Fie hipersuprafata S = {x € R"; f () = 0,(Vf)(x) # 0},
cu f € C™(IR") si versorul normalei N = —%. Atunci curbura Gauss a
perechii (S, N) este:

fij [
10
K== v

unde f; = %ufij = %-

Pentru alte amanunte a se vedea si lucrarile:

(i) M. Hashiguchi, On a Finsler-geometrical expression of the Gaussian
curvature of a hypersurface in an Fuclidian space, Rep. Fac. Sci. Kagoshima
Univ., 25(1992), 21-27.

7.44 (i) Fie suprafata oarecare S cu forma I-a fundamentald I = (g;),; ;<o
si forma a Il-a fundamentald IT = (bij),; ;<o Conform [?, p. 298] avem:

(i) ecuatia Gauss:

2

+ Y (D5 — Ii3l0))

Ous
m=1

2
ore,  ore
det IT = 22

(ii) ecuatiile Codazzi:

2

b by _

dur " Ous = Zl(rwﬂ —Tylrl)
r—=
2

b s _

T T Pur = > (Diglre — Tholryr)

\3
Il
—_

Reamintim ca pentru o suprafata conforma avem cf. ex. 7.42:

1 0
_ 2w
I=c¢ <01>



CAPITOLUL 7. SUPRAFETE: PROBLEME 190
h11 h12 bll b12
I = 2w —
c ( hia  hao > < bz bao )

1 _ Ow
T = gu;
2 w
', =

de unde rezulta:

" Oug

1 _ ow
Iy = Ous
T2 — ow
12 = Quq

1 ow

oo = —5u;
T2, — dw
22 = Bugy

si deci avem:
(i) ecuatia Gauss:
bi1ba — (b12)? = —e2Aw

(ii) ecuatiile Codazzi:

Obyy _ 9byy _ _ Ow
dui " Jur (b11 + b22g 5us
22 12 ow

du1  Oug (bll + b22) ou1

Dar b11 + bos = 2H deci putem scrie ecuatiile Codazzi:

{ bi21 — bi12 = —2Hw»
bao1 — bi22 = 2Hwy

unde indicele inferior reprezinta variabila in raport cu care se deriveaza.
(ii) Daca H = 0 ecuatiile Codazzi devin:

bi2,1 = bi12
b2 = —b111

(1)

care sunt exact ecuatiile Cauchy-Riemann din teoria functiilor complexe.
Deci exista o functie armonica m astfel incat:

{ bi1 = —bae =my
bio = ma

Fie functiile A, ¢ aga incéat:

b11 = m1 :ACOSQO
blg = m2 :Asingo
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Ecuatia Gauss devine:
A% = 2 Aw. (%)

Ecuatia (11) devine:
Az cosp — Asinpps — Ay sing — Acospp; = 0. (2)
Exprimam faptul ca m este functie armonica:
mi1 + moa = (Acosp); + (Asing), =0

adica:
Az sin g 4+ A cos ppa + Aj cosp — Asinpp; = 0. (3)

Inmultind ec. (2) cu cosy, ec. (3) cu sing si adunand avem: Ay — Ap; =0
adica: 4
2
=2 4
¥1 A (4)
Analog, iInmultind ec. (2) cu (—singp), ec. (3) cu cosp si adunand avem:
A+ AQOQ = 0 adica:
Ay
¥2 = A (5)

Dar ecuatiile (4), (5) exprima exact faptul ca functiile ¢ si In A sunt armon-
ice conjugate. Din (x) avem:

1
InA=w-+ §lnAw.

Punctul (ii) urmareste articolul:

Amato, F., Sulle superficie minime e le metriche isoterme, Acad. Roy.
Belg. Bull. Cl. Sci. (5), 60(1974), 36-42.

7.45 (i) Deoarece g este constanta rezulta I‘fj =0,1<1,j,k <2sideci
ecuatia Gauss devine: detb =1 = 0, fals.

(ii) Un calcul imediat, folosind formulele de la ex. 7.37, da: 1, = y

u
1+(ul)?
si toti ceilalti simboli Christoffel sunt nuli. Ecuatia Gauss devine: detb =
u! =0, fals.

7.46 Fie g = (gij =<T5,T; >)1§i,j§2

ij ; ; ; e N _ -
(g )1§i,jS2 matricea inversa. Fie (bU =<7, N >)1§i,j§2 forma a II-a fun

forma I-a fundamentala si g=! =

damentala si (bi€ = gk“bai)1 <ik<? sim-

bolii Christoffel, a se vedea ex. 7.37.

contractia cu g_l. Fie (Ff})
1<4,5,k<2
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Prin derivarea in raport cu u’ a relatiei < N, N >= 1 rezulti c& vectorul
N, este perpendicular pe N deci N; nu are componenta pe directia lui V.

Derivand in raport cu ul relatia < W, 7 >= 0 rezulta < N;,7, >= — <
N,Tq4 >= —bg;. Notand N; = Af?k rezulta prin inmultirea scalara cu 7, ca
A? Jka = —bgi deci Af = —bf si in concluzie avem ecuatia Weingarten.

Relativ la ecuatia Gauss faptul ca b;; este coeficientul lui 7;; in directia
lui N rezultd din definitia formei a II-a fundamentale tinind cont de faptul
ca N este versor. Fie deci relatia Tij = Ffﬁk + bijN si sa aratam ca Ffj sunt
exact coeficientii Christoffel. inmul‘gind scalar ultima relatie cu 7, rezulta
F?jgka =< T4j,Tq >. Derivand in raport cu uw! relatia < T, Ty >= giq S
tinand cont de ultima relatie rezulta:

k k
Ii9ka + 509ki = Gia,j
relatie in care permutand circular indicii ¢ — j,j — a,a — ¢ mai obtinem:
k k
ISagki + Loigkj = Gjia

k k
—Ligk; — Fijgka = ~Yaj,i
; adunand ultimele 3 relatii, tinand cont de simetria in indicii inferiori ai lui
g si I, rezulta:
2T Gki = Giaj + Gjia — Gjai
sau inca: )
Ffj = 59]% (Gaji + Giaj — Gija)
relatia de definitie a simbolilor Christoffel.
O scriere mai compacta a ecuatiilor Gauss-Weingarten este:

9 T1 F%l le bi1 T1
g | 72 ) = L Tia 0o r2
N 2 0 N

7.47 Folosim notatiile de la exercitiul anterior. Fie deci curba ¢ : v’ =
u’ (s), presupusi parametrizatd canonic.Vectorul tangent este: %F oc(s) =

7i (c(s)) ‘% (s). Vectorul acceleratie este:

) 2,k u W
O roc(s) =7 e(s) i () 473 (e () T (5) 2 5) =
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de unde rezulta ecuatia geodezicelor

dut du?

d?uF
a5 &) g5 (4) =0

ds?

(s) + Ffj (ul (s) L u? (s))



CAPITOLUL 8

Probleme de geometrie date
la examenul de licenta

Nota: Aceste probleme au fost date la Facultatea de Matematicd a Uni-
versitatii 7Al. 1. Cuza” din lasi.

Tunie 2004
1) Se cer ecuatiile canonice ale dreptei ¢ care trece prin punctul My (1, —1, 3),

este paralela cu planul 7 : x — 2y + z + 7 = 0 si este concurenta cu dreapta
d:z=2 — ytl _ 21
T3 T 2 T T
2) Forma I-a fundamentala a unei suprafete. Lungimi, unghiuri si arii
pe o suprafata.

Februarie 2004

1) Se dau vectorii v = (2,1,3),v2 = (0,2,1),v3 = (2, 3,0).

(i) Sa se arate ca B = {vy,v2,v3} este o bazi in IR>.

(ii) Se cere matricea schimbarii de baze de la B la baza canonica.

(iii) Se cer coordonatele vectorului v = (5,3,7) in baza B.

2) (i) Sa se arate ca ecuatia x2 + 22y + 4y? — 4y = 0 reprezinta o elipsa
si s se determine diametrul ei conjugat directiei (—1,1).

(ii) Sa se arate ca in familia de plane 7y : Az+2y—4z—1 = 0, X parametru
real, exista un unic plan perpendicular pe planul 7 : x +y+ 2 —1 =0 ce se
cere determinat.

3) Forma I-a fundamentala a unei suprafete. Lungimea unei curbe pe o
suprafata.

Tunie 2003

194
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1) Fie suprafata S : 7 (u,v) = (ucosv,usinv,u +v), (u,v) € IR%. Si se
arate ca:

(i) planele tangente la curba v = vy =constant pe S formeaza un fascicol.
Se cere planul din fascicol perpendicular pe planul 7 : z = 0.

(ii) curba de ecuatie u = ug =constant pe S are curbura si torsiunea
constanta.

2) Spatii punctual euclidiene, distanta intre doua puncte, unghiuri, repere
ortonormale.

Februarie 2003

1) Se da planul 7 : 6z 4+ 2y — 9z + 121 = 0 si punctul M (—12,—4,18).

(i) Se cer coordonatele punctului M’ simetricul lui M fata de 7 si sa se
arate ca M’ apartine fiecarei conici din familia de conice T'y : x2 + 2)\y? —
z +y = 0, A parametru real.

(ii) Discutati dupa parametrul A natura conicelor din familia data.

(iii) S& se reprezinte grafic conicele A = %, A=—1.

2) Se da suprafata S : 7 (u,v) = (ucosv,usinv, hv), h parametru real
pozitiv.

(i) Se cer punctele lui S in care planul tangent este paralel cu vec-
torul 7 = (1,1,1) si aratati ca aceste puncte apartin curbei C : 7 (t) =
(% (1 + cos2t —sin2t), % (=14 cos2t +sin2t) , ht) .

(ii) Sa se arate ca C' are curbura si torsiunea constanta.

3) Spatii afine. Subspatii afine, intersectii si uniuni.

L



